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Sazˇetak
Nanoporozni materijali i membrane u tekuc´em mediju mogle bi se u buduc´nosti ko-
ristiti za razlicˇite svrhe, od prozivodnje snage i procˇiˇsc´ivanja slane vode do nekih
naprednijih koncepata poput DNA sekvenciranja. Sve ove potencijalne upotrebe ba-
zirane su na sposobnosti malih iona da prolaze kroz pore i selektivnosti propusˇtanja
koja proizlazi iz malih dimenzija samih pora. Mi smo proucˇavali elektricˇna trans-
portna svojstva nanoporozne membrane alumine (Al2O3) u tekuc´em okruzˇenju. Ovaj
nanoporozni dielektrik formiran je nakon isparavanja resˇetke deponiranih kvantnih
tocˇaka Ge u alumini. Kvantne tocˇke su deponirane u alumini magnetskim
rasprsˇenjem. Mjerenja vodljivosti vrsˇena su na membrani u razlicˇitim koncentraci-
jama elektrolitske otopine (NaCl) u rasponu od 1uM do 1M. DC i AC (na 1MHz) vod-
ljivost mjerena je na membrani u polimernoj komori. Kao kontrolu, mjerili smo vod-
ljivost elektrolitske otopine u polimernoj komori bez membrane. Rezultati mjerene
vodljivosti nisu pokazali znacˇajan utjecaj membrane na vodljivost otopine - vodljivost
je linearno proporcionalna koncentraciji dodane soli. Primijec´enu saturaciju vodlji-
vosti na niskim koncentracijama dodane soli pripisali smo zagadenju otopine od ko-
more. Mjerenjem u razlicˇitim komorama uspjeli smo sniziti koncentraciju zagadenja
za dva reda velicˇine. Ovaj, naizgled trivijalan rezultat povezali smo sa slicˇnim rezulta-
tom primijec´enim u Feng et al. (Nature 2015), gdje je saturacija pripisana povrsˇinski
vezanim nabojima unutar nanopore. Kako bismo dodatno provjerili utjecaj mem-
brane na vodljivost, proveli smo dielektricˇnu spektroskopiju u rasponu frekvencija
(100Hz - 100MHz) iz cˇega smo odredili velicˇinu nanopora u membrani. Relaksa-
cijsko vrijeme modova detektiranih dielektricˇnom spektroskopijom odrazˇavaju pro-
ces rearanzˇiranja iona dodane soli u zatvorenom prostoru nanopore pod utjecajem
izmjenicˇnog elektricˇnog polja. Einstein-Smoluchowski difuzijska relacija, koja pove-
zuje relaksacijsko vrijeme i karakteristicˇnu velicˇinu pora - daje rezultat od 100nm.
Takve pore su prevelike i ne pokazuju selektivnost prema malim ionima i ostale ka-
rakteristike koje se pojavljuju kod pora velicˇine 1-10 nm.
Kljucˇne rijecˇi: dielektricˇna spektroskopija, dielektrici, nanopore, ionska selektivnost
Dielectric spectroscopy of nanoporous dielectrics
Abstract
Nanoporous materials and membranes in aqueous environment may have diverse
technical applications, from power generation and salt-water purification to advan-
ced concenpts like DNA sequencing. These are all related to the ability of small
ions to pass through the pores and the selectivity that stems from the small size of
the pores. We studied electrical transport properties of nanoporous alumina (Al2O3)
membranes in aqueous environment. This nanoporous dielectric is formed after an-
nealing of Ge quantum dot lattice in alumina matrix, initially presented in the matrix
via magnetron sputtering deposition. Conductivity measurements were perfomed on
membrane in electrolyte solution (NaCl) at various concentration ranging from 1uM
to 1M. Membrane was mounted in a polymer flowcell and DC and AC conductivity
(at 1 MHz) was measured. As a control we also measured the cell with the membrane
removed. We found no effect of the membrane on the small ion flow – conductivity
was linearly proportional to the concentration of the added salt. The saturaton at
the nominally low concentrations of added salt we have simply ascribed to conta-
mination of the flow cell with the ions leaking from the cell construction materials.
Testing with two different measurement cells we managed to lower the contaminants
concentration for two orders of magnitude. This, rather trivial result we relate to a
similar result by Feng et al. (Nature 2015) where the saturation was ascribed to the
surface charge of the nanopore membrane. In order to check for the lack of influence
of the membrane on the transport in the conductance cell we performed a dielectric
spectroscopy study (frequency range 100Hz -100MHz) which provides a measure of
the nanopore sizes in the membrane. That is, the relaxation times of the modes de-
tected by DS reflect the process of rearrangement of the added salt ions within the
confined space of the pores under the influence of the external AC field. Einstein-
Smoluchowski diffusion equation relates the relaxation time and the characteristic
size of the pores – we obtain about 100nm. Such pores are rather large and are not
expected to show small ion selectivity and other qualities of nanopores that occur for
sizes of 1-10 nm.
Keywords: dielectric spectroscopy, dielectrics, nanopores, ion selectivity
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1 Teorijski uvod
1.1 O dielektricima i dielektricˇnom odzivu
Jedan od nacˇina proucˇavanja objekta od interesa mozˇe se vrsˇiti neposredno preko
ciljanog pobudivanja istrazˇivanog svojstva odredenog materijala. U tom kontekstu,
zamislimo objekt karakteriziran velicˇinom f(r˙, t) koji je podvrgnut vanjskoj pobudi
karakteriziranoj potencijalom V (~r, t) s pripadnom potencijalnom energijom φ(~r, t).
Rezultat takve pobude je inducirana promjena ∆f(r˙, t). Takva izazvana promjena u
sustavu naziva se odziv (odgovor) na vanjsku smetnju, a funkcija koja opisuje vezu




χ(~r′ − ~r, t′ − t)︸ ︷︷ ︸
odzivna funkcija
φ(~r′, t)d3r′dt′ (1.1.1)
U reciprocˇnom prostoru jednadzˇba (1.1.1) mozˇe se zapisati u sljedec´em obliku[1]:
∆f(~q, ω) = χ(~q, ω)φ(~q, ω) (1.1.2)
U gruboj aproksimaciji, podjela materije prema odgovoru na vanjsku pobudu elek-
tromagnetske prirode ide u dva smjera: vodicˇi i izolatori (ili dielektrici). Odgovor
vodicˇa na elektromagnetsku pobudu je intuitivno jasan; za zadanu odredenu raz-
liku potencijala dogada se kolektivno gibanje elektrona u odredenom smjeru. Takvo
kolektivno gibanje nazivamo strujom. Mikroskopski gledano, vodicˇ se mozˇe zamis-
liti kao kristalna struktura atoma sa slabo vezanim elektronima koje s relativnom
lakoc´om otpusˇta u slobodni1 elektronski plin (kondenzat). Upravo je taj kondenzat
odgovoran za prijenos energije prilikom uspostave razlike potencijala. Za razliku od
vodicˇa, odgovor dielektrika na istu pobudu bitno je drugacˇiji. Elektroni u dielektri-
cima puno su cˇvrsˇc´e vezani za maticˇni atom, te su stoga ogranicˇeni na kretanje u oko-
lini maticˇnog atoma (ili molekule). Svojstveno ponasˇanje dielektrika u elektricˇnom
polju posljedica je kumulativnih mikroskopskih pomaka elektrona u atomima dielek-
tricˇnog materijala. Generalno, dva su nacˇina na koje elektricˇno polje mozˇe utjecati
na raspodjelu naboja oko atoma: razvlacˇenje i rotiranje.
1Striktno gledano, elektroni nisu slobodni u kontekstu nasumicˇnosti gibanja, vec´ su korelirani
Thomas-Fermijevim valnim vektorom kT F ; elektroni se efektivno ”ne vide” na udaljenostima vec´im
od kT F
1
1.1.1 Atom u elektricˇnom polju – inducirani dipoli
U prethodnom poglavlju naveo sam dva nacˇina na koji se raspodjela naboja oko
atoma mozˇe raspodijeliti. U ovom c´u poglavlju objasniti koja je posljedica razvlacˇenja
atomskih konstituenata na raspodjelu naboja. Atom, iako je ukupno elektricˇni ne-
utralna cˇestica, sastoji se od pozitivno nabijene jezgre i negativno nabijenog elek-
tronskog oblaka. Ukljucˇivanjem elektricˇnog polja te se dvije regije pocˇnu razdvajati;
pri cˇemu se elektricˇni oblak pomakne prema izvoru polja, a pozitivna jezgra prema
ponoru polja (Slika 1.1.1).
Slika 1.1.1: Raspodjela naboja unutar atoma za: elektricˇno polje usmjereno sjever-
jug (a); bez elektricˇnog polja (b), elektricˇno polje usmjereno jug-sjever (c)
Za slaba elektricˇna polja2 razdvajanje jezgre i elektronskog oblaka ide do neke udalje-
nosti kada se sustav vrac´a u ravnotezˇu (o ovome c´e biti viˇse rijecˇi u poglavlju(1.1.6)).
Uzrok tome je medusobno privlacˇenje jezgre i elektronskog oblaka, sˇto implicira uvjet
ravnotezˇe: jezgra i elektronski oblak razvuc´i c´e se do udaljenosti na kojoj je privlacˇna
sila izmedu oblaka i jezgre jednaka sili kojom polje djeluje na njih. Zadnja tvrdnja
proizlazi direktno iz 1. Newtonovog zakona. Za atom koji se nalazi u takvom stanju
kazˇemo da je polariziran te ima dipolni moment ~p u smjeru elektricˇnog polja. Primje-
timo da ove pricˇe nema bez ukljucˇivanja elektricˇnog polja pa mozˇemo zakljucˇiti kako
je elektricˇno polje induciralo dipolni moment u atomu - inducirani dipoli. Dipolni
moment matematicˇki se opisuje kao:
~p = α~E (1.1.3)
gdje je konstanta proporcionalnosti α atomska polarizabilnost i ovisi o strukturi atoma
- svojstvena je za svaki atom. Za dipol sa nabojima ±q, dipolni moment zapisuje se u
poznatijoj formi:
~p = q~d (1.1.4)
2U slucˇaju dovoljno jakog elektricˇnog polja moguc´e je ”trganje” atoma (ionizacija) u kojem on
prelazi u vodljivo stanje
2
gdje je ~d vektor od negativnog do pozitivnog naboja.
1.1.2 Molekula u elektricˇnom polju – inducirani dipoli, permanentni dipoli i
reorijentacija
Za razliku od atoma u elektricˇnom polju, situacija sa molekulama malo je komplici-
ranija. Molekule u elektricˇnom polju nerijetko imaju preferirani smjer polarizacije.
Ovisno o kutu polarizacijske osi relativno na smjer elektricˇnog polja, vektor pola-
rizacije se u molekulama rastavlja na komponente (paralelne i okomite) mnozˇene
prikladnim atomskim polarizabilnostima3:
~p = α⊥ ~E⊥ + α‖ ~E‖ (1.1.5)
Neke molekule, poput molekule vode (H2O), imaju a priori ugradene (permanentne)
dipolne momente. Kod molekule vode, elektroni, zbog vec´eg elektronskog afini-
teta kisika spram vodika, tezˇe gomilanju oko atoma kisika, sˇto rezultira pozitivnim
nabojem na atomima vodika (Slika 2). Dipolni moment je iznimno velik i iznosi
6, 1 ∗ 10−30Cm, to objasˇnjava efikasnost vode kao otapala. Molekule sa permanent-
nim dipolnim momentom zovemo polarne molekule.
Slika 1.1.2: Ilustracija molekule vode, lijevo je raspodjela parcijalnih naboja, kompo-
nente dipolnog momenta u sredini i ukupni dipolni moment desno.
Pogledajmo sada na primjeru molekule vode sˇto se dogada s polarnim molekulama
u uniformnom elektricˇnom polju. S obzirom da su na oba kraja iznosi naboja jed-
naki i suprotnog predznaka, te da je elektricˇno polje jednako u svakoj tocˇki prostora;
na molekulu vode djelovat c´e dvije sile jednakog iznosa i suprotnog smjera. Jedna
u smjeru elektricˇnog polja s ishodiˇstem u atomima vodika, druga suprotno od elek-
tricˇnog polja s ishodiˇstem u atomu kisika (Slika 3). Sile na oba kraja mozˇemo zapisati




~F± = ±q ~E (1.1.6)
S obzirom da su sile po iznosu jednake, ukupna sila na molekululu c´e biti 0 pa se mo-
lekula nec´e translatirati. Medutim, posljedica dvaju hvatiˇsta sila je zakretni moment:




)× (q ~E)] + [(−
~d
2
)× (−q ~E)] = q~d× ~E (1.1.8)
Uvrsˇtavanjem izraza (1.1.4) u izraz (1.1.8) dobivamo konacˇni izraz za zakretni mo-
ment dipola u uniformnom elektricˇnom polju4:
~τ = ~p× ~E (1.1.9)
Iz izraza (1.1.9) vidimo da je tendencija zakretnog momenta ~τ da poravna dipolni
moment ~p s elektricˇnim poljem ~E; polarna molekula u elektricˇnom polju efektivno
rotira dok se polarna os i smjer elektricˇnog polja ne poklope.
1.1.3 Polarizacija i vezani naboji
Zakljucˇak poglavlja (1.1.1) i (1.1.2) je da je utjecaj elektricˇnog polja na atome i mo-
lekule u elektricˇnom polju u susˇtini takav da uvijek stvori male dipole koji se orijen-
tiraju u smjeru polja, neovisno o nacˇinu stvaranja dipola, i.e. rastezanju raspodjele
naboja unutar atoma ili rotiranju polarnih molekula u elektricˇnom polju. Puno tak-
vih malih dipola koji su usmjereni u smjeru polja cˇine materijal polariziranim. Mjera





Kako bismo nasˇli induciranu raspodjelu naboja u materijalu krenut c´emo od elek-
tricˇnog polja jednog fizikalnog dipola induciranog vanjskim elektricˇnim poljem. Elek-
4U slucˇaju neuniformnog elektricˇnog polja, ukupna sila na molekulu nije nula pa molekula uz
rotaciju mozˇe josˇ i translatirati; medutim ovo nije cˇest slucˇaju u dielektricima. U svakom slucˇaju:
zakretni moment za takav scenarij racˇuna se prema: ~τ = (~p× ~E) + (~r × ~F )
4






[3(~p · ηˆ)ηˆ − ~p] (1.1.11)
Prijelaz na potencijal vrsˇi se preko poznate veze polja i potencijala:
~E(~r) = −~∇ψ(~r) (1.1.12)




~E · d~l (1.1.13)







Imajuc´i na umu vezu izmedu dipolnog momenta i polarizacije (1.1.10), dobivamo






~P (~r′) · ηˆ
η2
dτ ′ (1.1.15)
















Gornja jednadzˇba mozˇe se rastaviti koristec´i sljedec´e pravilo:
















( ~∇′ · ~P )dτ ′] (1.1.19)
5
Prvi integral u izrazu (1.1.19) mozˇe se raspisati preko Gaussovog teorema5:
∫
V
(~∇ · ~v)dτ =
∮
S
v · d~a (1.1.20)














( ~∇′ · ~P )dτ ′ (1.1.21)
U izrazu (1.1.21) vidimo dva razlicˇita integrala, povrsˇinski i volumni. Povrsˇinski
integral interpretiramo kao potencijal povrsˇinski vezanih naboja, iz cˇega slijedi izraz
za raspodjelu povrsˇinski vezanih naboja:
σb ≡ ~P · nˆ (1.1.22)
gdje je nˆ jedinicˇni vektor povrsˇine. Drugi cˇlan u izrazu (1.1.21) interpretiramo kao
potencijal volumno (prostorno) vezanih naboja, iz cˇega vidimo i kako izgleda vo-
lumna raspodjela vezanih naboja:
ρb ≡ −~∇ · ~P (1.1.23)
Dakle, efekt polarizacije je takav da inducira vezane naboje σb po povrsˇini materi-
jala, a u slucˇaju neuniformne polarizacije imamo akumulirane vezane naboje unutar
materijala, i.e. volumno vezane naboje ρb.
1.1.4 Gaussov zakon za dielektrike
Elektricˇno polje koje je posljedica polarizacije medija mozˇemo shvatiti kao elektricˇno
polje vezanih naboja. Medutim da bi do polarizacije uopc´e dosˇlo, potrebno je vanjsko
elektricˇno polje koje c´e inducirati dipolne momente u mediju, kao sˇto je objasˇnjeno
u poglavljima (1.1.1) i (1.1.2). Kako bismo dobili sliku ukupnog elektricˇnog polja
nakon polarizacije prvo moramo definirati naboje koji sudjeluju u generiranju elek-
tricˇnih polja. Ukupna gustoc´a naboja je dakle:
ρ = ρb + ρf (1.1.24)
5Negdje se josˇ naziva i Greenov teorem i teorem o divergenciji
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gdje je ρb vezani naboj iz poglavlja prethodnog poglavlja, a ρf c´emo nazvati slobodni
naboji i oni opravdavaju polje koje nije posljedica polarizacije medija. Slobodni na-
boji mogu se sastojati od elektrona u vodicˇima, od iona u dielektricˇnom materijalu ili
bilo kojih drugih nabijenih cˇestica koje nisu posljedica polarizacije medija. U slucˇaju
kada imamo jednu gustoc´u naboja, rezultantno elektricˇno polje racˇuna se prema Ga-
ussovom zakonu:
~∇ · ~E = ρ
0
(1.1.25)
Umetanjem izraza (1.1.24) i mnozˇenjem s 0 dobivamo:
0~∇ · ~E = ρb + ρf (1.1.26)
Prostornu gustoc´u naboja mozˇemo zamijeniti definicijom (1.1.23):
0~∇ · ~E = −~∇ · ~P + ρf (1.1.27)
Sada nam ~E odgovara ukupnom polju s doprinosima od polarizacije. Rearanzˇiranjem
(1.1.27) dobije se:
~∇ · (0 ~E + ~P ) = ρf (1.1.28)
Cˇlan u zagradi definiramo kao pomak elektricˇnog polja u materijalu ~D:
~D ≡ 0 ~E + ~P (1.1.29)
Gaussov zakon za dielektrike iskazujemo preko pomaka elektricˇnog polja u materi-
jalu:
~∇ · ~D = ρf (1.1.30)
Dobili smo Gaussov zakon koji je izrazˇen iskljucˇivo preko nezavisne varijable; i.e.
slobodnih naboja. Polarizirani doprinosi sadrzˇani su u pomaku elektricˇnog polja ~D.
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1.1.5 Linearni dielektrici: susceptibilnost, permitivnost i dielektricˇna kons-
tanta
Vidjeli smo da je polarizacija posljedica izlaganja elektricˇnom polju. U vec´ini slucˇajeva6,
polarizacija je propocionalna elektricˇnom polju na nacˇin:
~P = 0χe ~E (1.1.31)
gdje je χe konstanta proporcionalnosti zapravo - elektriˇcna susceptibilnost medija.
Vrijednost χe ovisi o mikroskopskoj strukturi materijala i vanjskim uvjetima (npr.
temperatura). Materijali koji slijede jednadzˇbu (1.1.31) zovemo linearni dielektrici.
Za linearne medije vrijedi:
~D = 0 ~E + ~P = 0 ~E + 0χe ~E = 0(1 + χe) ~E (1.1.32)
sˇto mozˇemo zapisati kao:
~D =  ~E (1.1.33)
Drugim rijecˇima, pomak elektricˇnog polja u materijalu proporcionalan je elektricˇnom
polju, a:
 ≡ 0(1 + χe) (1.1.34)
je nova konstanta koju zovemo permitivnost materijala. U vakuumu nema mate-
rije koja bi se mogla polarizirati pa je susceptibilnost u vakuumu 0, a permitiv-
nost je jednaka 0. Zato za 0 kazˇemo perimitivnost praznog prostora i ona iznosi
8, 85 × 10−12C2/N ·m2. Dijeljenjem (1.1.34) s 0 dobivamo novu bezdimenzionalnu
konstantu:
r ≡ 1 + χe = 
0
(1.1.35)
koju zovemo relativna permitivnost, ili dielektriˇcna konstanta materijala. Vrac´anjem
(1.1.35) u (1.1.34), dielektricˇni pomak postaje:
~D = 0r ~E (1.1.36)
6Kada elektricˇno polje ~E nije preveliko
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1.1.6 Dielektrik u vremenski ovisnom elektricˇnom polju – kompleksna dielek-
tricˇna permitivnost i kompleksna vodljivost
Polarizacija ~P inducirana staticˇkim (vremenski neovisnim) elektricˇnim poljem ~E je
u ravnotezˇi s poljem. Za slucˇaj vremenski ovisnih pobuda, ravnotezˇa polarizacije i
pobude nije nuzˇna. Opc´enito, postoji neko karakteristicˇno vrijeme potrebno dipolima
da ”shvate” da je elektricˇno polje promijenilo smjer. Matematicˇki, za kvazi-staticˇnu
(vremenski sporu) pobudu, izrazi (1.1.31) i (1.1.33) prelaze u oblik[3]:
~P (t) = 0χe ~E(t) (1.1.37)
~D(t) = 0(1 + χe) ~E(t) (1.1.38)
Dok elektricˇno polja ovisi o vremenu kao:
~E∗(t) = ~E0eıωt (1.1.39)
s amplitudom E0 i frekvencijom ω = 2pif . Izvan kvazi-staticˇnog rezˇima, elektricˇni
pomak c´e kasniti u fazi za elektricˇnim poljem pa (1.1.38) dobiva fazni doprinos:
~D∗(t) = ~D0eı(ωt−δ(ω)) (1.1.40)
gdje je δ(ω) razlika u fazi izmedu elektricˇnog pomaka i elektricˇnog polja. Ubaciva-






U prostoru frekvencija, elektricˇni pomak ovisi elektricˇnoj polju kao:
~D∗(ω) = 0∗(ω) ~E∗(ω) (1.1.42)
Koristec´i Eulerovu relaciju, kompleksno potencijski zapis kompleksne dielektricˇne per-

































1.1.7 Dielektricˇna disperzija i Maxwell-Wagner efekt
U prethodnom poglavlju definirali smo kompleksnu dielektricˇnu permitivnost i poka-
zali kako ona ovisi o frekvenciji. Spektar permitivnosti u rasponu frekvencija zovemo
dielektricˇni spektar, a funkciju koja ga opisuje - dielektriˇcna disperzija. Opc´enito, na
odredenim frekvencijama elektricˇnog polja odvijaju se razlicˇiti procesi u materijalu.
Ti se procesi mogu podijeliti u cˇetiri vrste: ionski, dipolni, atomski i elektronski. Pri
cˇemu na frekvencijama u spektru radiovalova i mikrovalova prevladavaju relaksa-
cije, redom ionska (kretanje iona ovisno o smjeru polja) i dipolna (rotacija dipola)
relaksacija. U infracrvenom spektru dipoli i ioni viˇse ne mogu pratiti frekvenciju
promjene smjera pa u tu prevladavaju atomski procesi (preraspodjela naboja unu-
tar atoma - zajednicˇko gibanje jezgre i elektronskog oblaka), dok na frekvencijama
viˇsim od vidljive svjetlosti jezgra atoma pretroma pa ovdje pricˇamo o elektronskim
procesima. Posebno, na frekvencijama 1012Hz i 1015Hz dogadaju se redom atomske8
i elektronske rezonancije (Slika 3).








7Izvod je dan u poglavlju 3.1
8Foton-fonon vezanje; rezonancija opticˇkog moda titranja fonona i EM pobude
9Vrijedi samo za kristalne strukture za koje vrijedi Lorentzovo lokalno polje: ~Elocal = ~E + 130
~P
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Slika 1.1.3: Dielektricˇni spektar, plavom linijom oznacˇen je realni dio dielektricˇnog
spektra, na niskim frekvencijama imamo doprinos orijentacijske polarizacije kod po-
larnih molekula, svjetloplavom bojom je oznacˇen dielektricˇni spektar nepolarnih mo-
lekula - nema orijentacijske polarizacije; crvena linija oznacˇava imaginarni dio spek-
tra.




 = 0 (1.1.50)
U kontekstu polarizabilnosti, imamo cˇetiri razlicˇita slucˇaja. U podrucˇju ionske i di-
polne relaksacije prisutna je orijentacijska polarizabilnost, ovo je objasˇnjeno u po-
glavlju (1.1.2). Deformacijska polarizabilnost za atome i molekule bez permanentnih
dipolnih momenata, polarizacija se postizˇe perturbiranjem lokalne raspodjele naboja
(vidi poglavlja 1.1.1 i 1.1.2). U slucˇaju ionskih kristala (npr. NaCl) imamo pomak
pozitivnih (Na+) i negativnih (Cl−) iona. Taj pomak je ekvivalentan induciranom
makroskopskom dipolnom momentu - efektivno dobivamo polarizaciju ionskog kris-
tala. Graniˇcna polarizacija10 nastaje na granici dielektricˇne cˇestice (atom ili mole-
kula) i tekuc´eg vodljivog medija u kojem se nalazi (ionska tekuc´ina ili elektrolitska
otopina). Suspendirani dielektrik c´e u vodljivoj otopini pod utjecajem elektricˇnog
10Mozˇda bi ovdje bolji prijevod bio polarizacija na granici sredstva, izvorno engleski je interfacial
polarization.
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polja predstavljati prepreku gibanju iona. To c´e uzrokovati gomilanje iona na jednoj
strani suspendirane cˇestice i posljedicˇno, gomilanje protuiona na drugoj strani. Time
smo efektivno dobili dipol u otopini. Razmotrimo tu tvrdnju malo rigoroznije.
Pretpostavimo makroskopski uniforman dielektrik u elektrolitskoj otopini izmedu
dvije elektrode koji perturbiramo sinusiodalnom EM pobudom. To nije niˇsta drugo
nego elektrolitski kondenzator s paralelnim plocˇama i umetnutim dielektrikom na
izmjenicˇnom naponu. Polje c´e uzrokovati usmjereno gibanje iona (ionsku struju)




gdje je V razlika potencijala izmedu plocˇa, a σ∗S/d definira elektricˇnu admitanciju
(Y ≡ I/V ). Admitanciju mozˇemo izraziti rastavljanjem kompleksne vodljivosti na












Y = G+ ıωC (1.1.53)
gdje su sadaG konduktancija i C kapacitet kondenzatora. Dodajmo sada u nasˇ sustav
josˇ jedan dielektrik debljine d2 na nacˇin da slozˇimo ”sendvicˇ” dva dielektrika (Slika
1.1.4), vrijedi: d2 = d− d1.






















Preslagivanjem desne strane u jednadzˇbi (1.1.55) dobije se:
σ∗(ω) =
(σ1 + ıω1)(σ2 + ıω2)
σ1/d2 + σ2/d1
1




Slika 1.1.4: Jedan dielektrik izmedu plocˇa i pripadna zamjenska shema dolje (a);
blok dva dielektrika i pripadna zamjenska shema (b)[3]
Da bismo dobili kompleksnu dielektricˇnu funkciju ∗ iz kompleksne vodljivosti σ∗

















Dobili smo kompleksnu dielektricˇnu funkciju za slucˇaj dva materijala u elektrolitskoj
otopini izmedu paralelnih plocˇa. Na slici 1.1.5 prikazana je numericˇka simulacija
spektra permitivnosti i vodljivosti za takav sustav. Mozˇemo primijetiti da nema dis-
perzije za slucˇaj kada su permitivnosti i vodljivosti oba materijala jednake, i.e. rela-
tivna permitivnost sustava ne mijenja se s frekvencijom; za slucˇaj kada su materijali
jednake vodljivosti ali razlicˇite permitivnosti vidljiva je blaga dielektricˇna disperzija
(pad od ≈ 0, 15 za 8 redova velicˇina vec´u frekvenciju). Za slucˇaj kada oba materijala
imaju nisku vodljivost, neovisno o relativnim iznosima permitivnosti primijec´ena je
velika dielektricˇna disperzija.
Na slici 1.1.6 ilustrirane su sve navedene vrste polarizacije.
Utjecaj elektricˇnog polja na dielektrik u elektrolitskoj otopini je takav da akumulira
vezane ione na granici dielektrika i otopine i protuione na suprotnoj strani dielek-
trika; time smo efektivno dobili dipolni moment. Ovaj efekt se zove Maxwell-Wagner
polarizacija.
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Slika 1.1.5: Numericˇke simulacije prema jednadzˇbi (1.42) spektra permitivnosti i
vodljivosti za dvoslojni dielektrik s debljinama d1 = 1mm i d2 = 10nm, vrijednosti
zadanih karakteristicˇnih permitivnosti i vodljivosti su prikazane u zagradama u redu
(1, 2, σ1, σ2) [3]
Slika 1.1.6: Utjecaj elektricˇnog polja na: dipole (a), atom(b); kristal (c) i formiranje
polarizacije na granici dielektrika i elektrolita (d) [3]
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1.1.8 Dielektricˇna relaksacija – Debyev model
Spomenuli smo u prethodnim poglavljima relaksacijsko vrijeme, odnosno vrijeme
potrebno da se dipolni moment ugasi/upali ili reorijentira u smjeru elektricˇnog polja
(u slucˇaju permanentnih dipola). Kako bismo uveli relaksacijsko vrijeme, poc´i c´emo
od sljedec´e pretpostavke: ako u trenutku t0 + dt nakon iskljucˇivanja elektricˇnog polja
postoji dipolni moment u nekoj nepolarnoj molekuli (nema permanentnog dipolnog
momenta), tada je vrijeme potrebno da taj dipolni moment nestane proporcionalno
iznosu polarizacije koja je bila u trenutku t0. Matematicˇki, to znacˇi da:
~˙P (t) = −1
τ
~P (t0) (1.1.58)
gdje je τ vremenska konstanta, odnosno relaksacijsko vrijeme. Izraz (1.1.58) je line-
arna diferencijalna jednadzˇba 1. reda, cˇije je rjesˇenje:
~P (t) = e−
t
τ ~P (t0) (1.1.59)





Pomak elektricˇnog polja u vremenski promjenjivom elektricˇnom mozˇe se zapisati na
sljedec´i nacˇin [6]:
~D(t) = 0[h ~E(t) +
∫ t
−∞
Φ˙(t′) ~E(t− t′)dt′] = 0h ~E(t) + ~P (t) (1.1.61)
pri cˇemu je:
Φ(t) = (l − h)(1− φ(t)) (1.1.62)








Veza izmedu kompleksne dielektricˇne permitivnosti (1.1.43) i relaksacijske funkcije
dana je preko Laplaceove transformacije:
∗(ω)− h









Rezultat (1.1.65) je prilicˇno bitan, iz njega naime vidimo da kada mjerimo dielek-
tricˇni odziv kao funkciju frekvencije - dobivamo dielektricˇnu disperziju; s druge
strane, ako mjerimo dielektricˇni odziv u ovisnosti o vremenu - povratnu informaciju
interpretiramo kao vrijeme relaksacije.





i uvrsˇtavanjem u (1.1.65) dobivamo:




Debyevu relaksacijsku funkciju s pripadnim komponentama:

′










Vidimo da se kompleksna dielektricˇna funkcija mijenja s frekvencijom na nacˇin ∗ ∝
ω−1, time smo potvrdili tvrdnju da orijentacija dipola na viˇsim frekvencijama pobude
ne mozˇe pratiti promjene u smjeru elektricˇnog polja. Na nizˇim frekvencijama po-
bude imamo korelaciju u orijentaciji dipola, na viˇsim frekvencijama ta orijentacija
je nasumicˇna, odnosno imamo prijelaz iz polariziranog stanja u relaksirano stanje.
S druge strane, vodljivost dielektrika raste s frekvencijom zbog razdvajanja dipola
i elektricˇnog polja, sˇto za posljedicu ima manje gubitke u energiji prilikom gibanja
iona kroz polje, i.e. sustav je manje disipativan (Slika 1.1.7) .
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Slika 1.1.7: Realni dio kompleksne dielektricˇne funkcije u Debyevom modelu (cr-
veno) sa pripadnim limesima l i h; realni dio kompleksne vodljivosti u Debyevom
modelu (plavo) i pripadni limesi σl,σh
Debyev model dielektricˇne relaksacije dobro objasˇnjava dielektricˇnu disperziju, medutim,
u vec´ini slucˇajeva ne opravdava eksperimentalne rezultate.
1.1.9 Dielektricˇna relaksacija – Havriliak-Negami i izvedeni fenomenolosˇki mo-
deli
Eksperimentalno utvrdene dielektricˇne relaksacije cˇesto pokazuju odredenu asime-
triju i vec´u sˇirinu vrhova u imaginarnom dijelu kompleksne dielektricˇne funkcije,
nego sˇto to predvida Debyev model dielektricˇne relaksacije. Iz tog razloga razvi-
jeni su fenomenolosˇki modeli koji nisu bazirani na potencijskoj relaksacijskoj funkciji
(1.1.67). Polazni takav model, iz koje se kasnije izvedu ostali modeli, je Havriliak-





gdje je indeks KWW kriticˇni eksponent iz Kohlrausch-Williams-Wattsovog zakona koji
odreduje asimetriju oko relaksacijskog vremena u imaginarnom dijelu kompleksne






, 0 < α, αβ ≤ 1 (1.1.72)
iz cˇega slijedi Havriliak-Negami kompleksna dielektricˇna permitivnost:
∗(ω) = h +
l − h
[1 + (ıωτ)α]β
, 0 < α, αβ ≤ 1 (1.1.73)
Primjetimo da se za slucˇaj βKWW = 1 Harviliak-Negami relaksacijska funkcija (1.1.71)
svede na Debyevu (1.1.67). Analogno, za slucˇaj kada su kriticˇni eksponenti α i β
= 1, kompleksna dielektricˇna permitivnost u Havriliak-Negami modelu postaje ona
u Debyevom pocˇetnom modelu (1.1.68). Na isti nacˇin dolazimo do josˇ dva fenome-
nolosˇka modela dielektricˇne relaksacije. Za slucˇaj kada je α = 1 i β 6= 1 dobivamo
Cole-Davidson funkciju [9]:
∗(ω) = h +
l − h
(1 + ıωτ)β
, 0 < β ≤ 1 (1.1.74)
dok α 6= 1 i β = 1 daju Cole-Cole funkciju (ili CC funkciju) [10]:
∗(ω) = h +
l − h
1 + (ıωτ)α
, 0 < α ≤ 1 (1.1.75)
Premda postoje razlicˇiti modeli, oni su svi fenomenolosˇki u susˇtini i opisani empirijski
odredenim kriticˇnim eksponentima. Nedostaje potpuni fizikalni opis pojave asime-
tricˇnog dielektricˇnog odziva. U ovom radu koriˇsten je Cole-Cole model, odnosno
nasˇa mjerenja prilagodena su na CC funkciju. O tome c´e viˇse rijecˇi biti u drugom
poglavlju.
1.2 O elektrolitskim otopinama
Elektrolitske otopine su vodljive otopine nastale disocijacijom otopljene tvari u polar-
nom otapalu (e.g. u vodi). Otopljena tvar mozˇe i ne mora11 biti ionskog karaktera. U
slucˇaju otapanja ionskog kristala (e.g. soli), vodljivost proizlazi iz ionske prirode ve-
zanja atoma u kristalu cˇijom disocijacijom dobivamo razvezane (slobodne) ione koji
prenose energiju unutar zadane razlike potencijala. Ovisno o stupnju (intenzitetu)
ionizacije, dijelimo ih na jake i slabe; gdje je otopljena tvar u jakim elektrolitima
potpuno disocirana (svi ioni iz kristala su slobodni), dok je u slabim elektrolitima
11Primjer je recimo otapanje plina ugljikovog dioksida CO2 u vodi
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otopljena tvar samo parcijalno disocirana. Sve soli su jaki elektroliti [11]. Tipicˇan
primjer jake elektrolitske otopine je NaCl:
NaCl(s) → Na+(aq) + Cl−(aq) (1.2.1)
Zbog dugodosezˇnog karaktera elektrostatske interakcije, ioni nisu nasumicˇno raspo-
djeljeni u otopini. Svaki ion c´e oko sebe privuc´i oblak protuiona raspodijeljenih na
takav nacˇin da je cijeli sustav (ion + oblak protuiona) elektricˇki neutralan. Ekstra-
polacija ove tvrdnje znacˇi da je cijela otopina elektricˇki neutralna.
1.2.1 Bjerrumova duljina







pri cˇemu je e apsolutna vrijednost elementarnog naboja, a zi odreduje vrstu iona,
drugim rijecˇima, zi je funkcija predznaka:
zi = sgn(zi)|zi| (1.2.3)
Dodajmo sada u nasˇ sustav drugi ion zj na udaljenost r od prvog iona. Elektrostatska
energija drugog iona u polju prvog iona glasi:
uij(~r) = ezijψ(~r) (1.2.4)









Dobili smo izraz za elektrostatsku energiju ionskog para zie i zje na udaljenosti r.
Vidimo da intenzitet interakcije ovisi o dielektricˇnoj konstanti i valenciji iona u sus-
tavu. Mjera intenziteta elektrostatske interakcije izrazˇena je Bjerrumovom duljinom,






Bjerrumova duljina je duljina na kojoj je elektrostatska energija ionskog para jednaka
je termalnoj energiji kBT . Za ione na udaljenosti r < lB, prevladava ionska interak-
cija; dok na udaljenostima r > lB ionska interakcija trne sa 1/r. Pokazali smo da
raspodjela iona u otopini nije nasumicˇna, vec´ su ioni u otopini korelirani Bjerrumo-
vom duljinom lB.
1.2.2 Poisson-Boltzmannova jednadzˇba
Elektricˇni potencijal oko odredenog iona u otopini odreden je koreliranom raspodje-





pri cˇemu je ρ(~r) lokalna gustoc´a naboja od iona na udaljenosti ~r. Ukupna gustoc´a










pri cˇemu je ni0 prosjecˇna gustoc´a iona. Kombiniranjem izraza (1.2.9) s (1.2.8) i
(1.2.7), dobivamo Poisson-Boltzmannovu jednadzˇbu:








1.2.3 Linearizacija Poisson-Boltzmannove jednadzˇbe – Debye-Hu¨ckelova teorija
U rezˇimu slabih interakcija iona u otopini, i.e. eziψ << kBT , eksponent u Maxwell-
Boltzmannovoj jednadzˇbi (1.2.10) mozˇemo razviti u red:







ψ(~r) + ...] (1.2.11)
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Istovremeno, otopina kao cjelina je elektricˇki neutralna, odnosno:
∑
i
ni0zi = 0 (1.2.12)
cˇime prvi cˇlan u razvoju nestaje. Dodatnim odbacivanjem viˇsih cˇlanova razvoja, od-
nosno ostavljanjem samo linearnog cˇlana, dobivamo:








Izraz (1.2.13) je linearizirana Maxwell-Boltzmannova jednadzˇba, koja se josˇ zove i
Debye-Hu¨ckelova jednadzˇba. S obzirom da su ionski oblaci u prosjeku sferno sime-








) = κ2ψ (1.2.15)







To je Debye-Hu¨ckelov potencijal12 i iz njega vidimo da je na udaljenostima vec´im od
κ−1 potencijal kulonskog karaktera, dok je za udaljenosti manje od κ−1 zanemariv.
Dakle, posljedica koreliranosti ionske raspodjele je takva da smanji dugodosezˇnost
kulonskog potencijala kojeg uzrokuje svaki od iona u sustavu. Duljinu zasjenjenja
kulonskog potencijala zovemo Debyeva duljina [11]:
ξD ≡ κ−1 (1.2.17)









12Ponegdje se josˇ koristi i naziv Yukawin potencijal
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Dakle, Debyeva duljina je obrnuto proporcionalna korijenu Bjerrumove duljine za
zadanu koncentraciju elektrolitske otopine.
1.2.4 Vodljivost elektrolitskih otopina i Kohlrasuchov zakon
Debye-Hu¨ckelova teorija opisuje ione u otopini u stacionarnom rezˇimu, i.e. mirova-
nju. Ukljucˇivanjem razlike potencijala preko otopine, dobivamo kolektivno gibanje
iona pod utjecajem elektricˇnog polja. Tada viˇse nismo u stacionarnom rezˇimu. U
ovom poglavlju promatrat c´emo elektrolitsku otopinu u dinamicˇkoj granici.
Vodljivost otopine G mozˇe se povezati s otporom R na nacˇin G = 1/R, odnosno:
vec´a vodljivost = manji otpor. Opc´enito, otpor mjerenog uzorka je vec´i sˇto je du-






Konstanta proporcionalnosti ρ u izrazu (1.2.21) je specificˇni otpor materijala, a pa-













S obzirom da su nosioci struje u elektrolitskim otopinama disocirani ioni, logicˇno je
pretpostaviti da c´e vodljivost elektrolitskih otopina ovisiti o koncentraciji disociranih
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gdje je c molarna koncentracija disociranih iona u otopini. Kada bi specificˇna vod-
ljivost σ ovisila o koncentraciji c imali bismo molarnu vodljivost koja ne ovisi o kon-
centraciji iona u otopini. To je zbog toga sˇto koncentracija iona ne mora nuzˇno biti
proporcionalna broju iona u otopini - ioni medusobno interagiraju pa vodljivost elek-
trolitske otopine nije nuzˇno proporcionalna broju disociranih iona [13]:
Λ◦m = Λm −K
√
c (1.2.25)
gdje je Λ◦m graniˇcna molarna vodljivost. Izraz (1.2.25) je Kohlrauschov zakon i govori o
molarnoj vodljivosti elektrolitskih otopina na niskim koncentracijama, i.e. na niskim
koncentracijama molarna vodljivost ovisi o koncentraciji kao Λm ∝
√
c. Kohlrausch
je dodatno pokazao da se granicˇna molarna vodljivost Λ◦m mozˇe iskazati kao linearna
kombinacija doprinosa svih konstituirajuc´ih iona. Drugim rijecˇima, ako je granicˇna
molarna vodljivost kationa λ+ i aniona λ−, te istih ima u iznosima v+ i v− po formuli
elektrolita, tada je granicˇna molarna vodljivost dana s:
Λ◦m = v+λ+ + v−λ− (1.2.26)
Gornji izraz je tzv. zakon o neovisnom gibanju iona i mozˇemo ga shvatiti kao da se ioni
ponasˇaju neovisno jedni o drugima u granici nulte koncentracije. Zakon se dodatno
koristi za predvidanje granicˇne molarne vodljivosti potpuno disociranih spojeva.
1.3 O difuziji
Gibanje iona u otopini pod utjecajem vanjskog elektricˇnog polja nije linearno. Zbog
sudara s molekulama vode koje nisu ”impresionirane” vanjskim elektricˇnim poljem,
te razlicˇitih mobilnosti razlicˇitih iona i molekula otapala, imamo sudaranje iona s mo-
lekulama i dodatne meduionske interakcije kulonske prirode prilikom gibanja iona
kroz otopinu. Takvo gibanje zovemo difuzija. U ovom poglavlju c´emo dati opis gi-
banja iona u otopini pod utjecajem vanjskog elektricˇnog polja iz termodinamicˇke
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perspektive.
Zamislimo sustav na konstantnoj temperaturi i konstantnom tlaku. U takvom sus-
tavu promjena energije po molu cˇestica kada se cˇestice pomaknu s mjesta potencijala
µ na µ+ dµ dana je s:
δ = dw = dµ (1.3.27)
Dodatno, ako je sustav autonoman i potencijal je jednak do na ravninu uzorka (mi-
jenja se samo u jednom smjeru), piˇsemo:








Izraz (1.3.28) mozˇemo tumacˇiti kao silu koja je posljedica gradijenta kemijskog po-
tencijala. No, treba imati na umu da je ”sila” samo rezultat tumacˇenja izraza, gibanja
cˇestica pod gradijentom kemijskog potencijala uistinu postoji, no ono ne mora bitti
rezultat djelovanja sile, vec´ jednostavna posljedica drugog zakona termodinamike
i tendencije povec´anja entropije. U tom kontekstu, gradijent kemijskog potencijala
zvati c´u ”pseudosilom” F .
1.3.1 Fickov prvi zakon difuzije i Einsteinova relacija
Kao sˇto smo pokazali u prethodnom poglavlju, gibanje iona u otopini mozˇe biti pos-
ljedica gradijenta kemijskog potencijala kojeg smo interpretirali kao silu, ali mozˇe biti
i posljedica neke stvarne sile, e.g. elektricˇna sila. Ocˇito, gibanje iona mozˇe se pove-
zati s tokom iona J , a kemijski potencijal s koncentracijom, i.e. gradijent kemijskog
potencijala je proporcionalan gradijentu koncentracije disociranih iona u otopini13.
Driftna brzina iona vd postaje konstantna za slucˇaj kada se pseudosila F izjednacˇi
s trenjem od viskoznosti otopine η (1. Newtonov zakon). S obzirom da je driftna
brzina iona proporcionalna pseudosili, mozˇemo pisati: vd ∝ F . Takoder, tok iona je
proporcionalan driftnoj brzini, a pseudosila prema (1.3.28) je proporcionalna gradi-
13Pod pretpostavkom da su svi disocirani ioni aktivni, potpuni izraz pseudosile je: F = −RTc ( ∂c∂x )p,T
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jentu kemijskog potencijala, odnosno koncentracijskom gradijentu dc/dx. Ovu seriju
proporcionalnosti mozˇemo iskazati malo preglednije u matematicˇkom obliku:
J ∝ vd ∝ F ∝ dc
dx
(1.3.30)
Drugim rijecˇima, tok iona je proporcionalan gradijentu koncentracije. To je upravo




pri cˇemu smo uveli novu konstantu proporcionalnosti D, odnosno difuzijsku kons-
tantu. Veza ionskog toka i driftne brzine iona dana je s:
J = vdc (1.3.32)













Vidimo iz izraza (1.3.33) da, ako znamo silu koja tjera ione na gibanje i znamo
difuzijsku konstantu, mozˇemo izracˇunati driftnu brzinu iona u datom sustavu. Za
poseban slucˇaj iona u elektricˇnom polju, i.e. kada znamo silu kojom polje ”tjera”
ione, znamo i brzinu iona, mozˇemo definirati difuzijsku konstantu preko mobilnosti
iona. Izrazi za brzinu iona u elektricˇnom polju i silu na isti ion, dani su redom:
|~vd| = u| ~E| (1.3.35)
| ~F| = ze| ~E| (1.3.36)
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gdje je F Faradayeva konstanta (F = NAe). Mnozˇenjem izraza (1.3.36) s RT/zF do-





Uvrsˇtavanjem uobicˇajenih vrijednosti za mobilnost iona u vodi (u = 5×108m2s−1V −1)
dobivamo za difuzijsku konstantu na temperaturi od 25◦ C [11]:
D = 1× 10−9m2s−1 (1.3.39)
sˇto je upravo difuzijska konstanta za male ione u disocirane u vodi.
1.3.2 Nernst-Einsteinova i Stokes-Einsteinova jednadzˇba
Einsteinova relacija povezuje difuzijsku konstantuD i mobilnost iona u. Istu mozˇemo
iskoristiti kako bi povezali difuzijsku konstantu s molarnom vodljivosti elektrolitske
otopine u kojoj ioni difundiraju. Molarna vodljivost iona dana je s:














Gornji izraz je Nernst-Einsteinova jednadzˇba i koristi se kod odredivanja ionskih di-
fuzijskih koeficijenata iz mjerenih vodljivosti ili za predvidanje vodljivosti iz ionske
difuzije.
Uvrsˇtavanjem izraza za mobilnost iona u prisutnosti sile trenja (u = ze/f), pri cˇemu
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je f konstanta proporcionalnosti izmedu sile trenja i driftne brzine, odnosno:
F ′ = fvd (1.3.42)





koja povezuje difuzijsku konstantu i mobilnost iona u prisutnosti sile trenja. Dodatno,






gdje je a radijus cˇestice koja difundira u mediju. Vidimo da Stokes-Einstenova difu-
zijska jednadzˇba ne obuhvac´a naboj cˇestica, drugim rijecˇima difundiranje neutralnih
cˇestica u viskoznom sredstvu mozˇe se opisati Stokes-Einsteinovom difuzijskom jed-
nadzˇbom. Takoder, Stokes-Einstein jednadzˇba koristi se kod odredivanja difuzijske
konstante preko mjerenja viskoznosti medija.
1.3.3 Fickov drugi zakon difuzije – (poopc´ena) jednadzˇba difuzije
Do sada smo razmatrali autonomne sustave disociranih iona u otopini, i.e. difuzija
iona nije ovisila o vremenu. U ovom poglavlju fokusirat c´emo se na neautonomne
sustave, odnosno vremenski ovisne difuzijske procese. Konkretno, zanima nas pro-
mjena koncentracije c u vremenu, kao rezultat difundiranja cˇestica u mediju.
Zamislimo pravokutnu kutiju dimenzija A × L napunjenu elektrolitskom otopinom.
Postavimo u tu kutiju okomito na smjer prostiranja stranice L dva zastora istih di-
menzija A na polozˇaje x i x+ l. Neka je koncentracija iona u ravnini na polozˇaju x u
trenutku t jednaka c. Kolicˇina iona koja u vremenu udari u zastor jednaka je umnosˇku
toka iona i povrsˇine zastora (JA), vremenski priljev iona u prostoru izmedu zastora











S druge strane imamo odljev iona kroz drugi zastor na polozˇaju x + l. Oznacˇimo taj














J − J ′
l
(1.3.47)
Vidimo da je tok kroz svaki zastor proporcionalan gradijentu koncentracije na odredenom
zastoru. Ubacivanjem prvog Fickovog zakona, dobivamo:
















Dobili smo difuzijsku jednadzˇbu, ili Fickov drugi zakon difuzije, odnosno vezu izmedu
vremenske promjene koncentracije u nekoj tocˇki prostora i prostorne promjene kon-
centracije u istoj tocˇki. Vremenska promjena koncentracije povezana je s drugom
derivacijom koncentracije po prostoru (zakrivljenost). Ako se koncentracija naglo
mijenja u prostoru, vremenska derivacija je velika pa imamo brzu vremensku pro-
mjenu koncentracije. Ako nema zakrivljenosti koncentracije u prostoru, koncentra-
cija je konstantna u vremenu. Ako se pak koncentracija mijenja linearno u prostoru,
tada je koncentracija u vremenu stalna, odnosno odljev iona je balansiran s priljevom
na drugoj strani.
Ukljucˇimo sada u nasˇu kutiju s pocˇetka poglavlja elektricˇno polje duzˇ stranice L
okomito na prozore. Ako zanemarimo difuziju na trenutak, tok iona pod utjecajem
elektricˇnog polja kroz povrsˇinu A u vremenu ∆t s brzinom v mozˇemo izracˇunati















Ukljucˇivanjem difuzije u sustav dobivamo poopc´enu jednadzˇbu difuzije koja ukljucˇuje









Jednadzˇba (1.3.49) je diferencijalna jednadzˇba prvog reda s obzirom na vrijeme t i
drugog reda s obzirom na prostor x, rjesˇavanje zahtjeva dva rubna uvjeta (za pros-
tor) i jedan pocˇetni uvjet()za vrijeme. Rubni uvjeti se mogu izvesti iz dva fizikalna
argumenta: (1) koncentracija iona je konacˇna u svakoj tocˇki prostora i (2) ukupna
kolicˇina iona ne mijenja se u vremenu i iznosi n0. Pocˇetni uvjet je da su u trenutku








Vidimo iz potencijske ovisnosti o t da se rjesˇenje za koncentraciju vremenskom evolu-
cijom disipira, odnosno, koncentracija se sˇiri preko cijelog medija asimptotski prema
uniformnom stanju.
1.3.4 Nasumicˇni sˇetacˇ – Einstein-Smoluchowski jednadzˇba
Zamislimo sˇetacˇa koji u svakom trenutku τ baci novcˇic´ i ovisno o ishodu napravi
korak duljine ζ u jednom ili drugom smjeru. Zanima nas vjerojatnost nalazˇenja sˇetacˇa
na udaljenosti x od ishodiˇsta u nekom trenutku t. Sˇetacˇ do trenutka t napravi ukupno
N koraka, pri cˇemu je N = t/τ . Ako je ND od tih koraka desno, a NL lijevo (N =
NR +NL), tada je konacˇni polozˇaj dan s:
x = (NR −NL)ζ (1.3.54)
Vjerojatnost da se sˇetacˇ nade na polozˇaju x nakon N koraka duljine ζ je vjerojatnost








(N − s) (1.3.56)
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gdje je s = x/ζ. Ukupan broj razlicˇitih trajektorija za sˇetnju od N koraka je 2N , jer
svaki korak mozˇe ic´i u dva smjera (lijevo ili desno). Broj sˇetnji u kojem je tocˇno NR




















(N − s))! ] (1.3.58)
U limesu puno koraka, faktorijele mozˇemo raspisati preko Stirlingove aproksimacije:
lnN ! ≈ (N + 1
2
) lnN −N + ln
√
2pi (1.3.59)
Logaritmiranjem izraza (1.3.58) dobivamo:
lnP = lnN !− ln[1
2
(N + s)]!− ln[1
2













(N − s+ 1) ln(1− s
N
) (1.3.61)
Za slucˇaj kad je s/N << 1, odnosno za x u blizini ishodiˇsta, mozˇemo koristiti aprok-


























Primjetimo da jednadzˇba (1.3.64) ima isti oblik kao i (1.3.53). To znacˇi da se difu-
zija mozˇe opisati kao diskretni skup velikog broja koraka u nasumicˇnim smjerovima.
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Daljnjim izjednacˇavanjem potencija u (1.3.64) i (1.3.53) daje:
ζ2 = 2Dτ (1.3.65)
Dobili smo Einstein-Smoluchowski jednadzˇbu difuzije koja povezuje mikroskopski opis
difundivnog gibanja s makroskopskim parametrima poput difuzijske konstante D. U
ovom radu, Einsten-Smoluchowski jednadzˇba koriˇstena je za izracˇunavanje velicˇine
nanopora.
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2 Materijali i metode
2.1 Nanoporozna membrana Al2O3
Nanoporozna membrana koriˇstena u ovom radu napravljena je na Institutu Ruder
Bosˇkovic´ u Zagrebu. Nanopore su proizvedene nakon isparavanja germanijevih (Ge)
kvantnih tocˇaka14 (QD). Ge QD su implementirane u matricu alumine (Al2O3) tehni-
kom koja se rasprˇsenje magnetskom depozicijom15 [14]. Raspored nanopora nastalih
isparavanjem Ge QD u matrici Al2O3 je pravilan (periodicˇan), odnosno u BCT16 struk-
turi [15]. Same nanopore su sferno simetricˇne (male kuglice), medusobno povezane
uskim kanalic´ima kroz koje je Ge ispario. Temperatura pri kojoj se ispravanje vrsˇi je
u rasponu 300◦C – 900◦C [15]. Debljina nasˇih uzoraka iznosi ∼ 200µm. Membrane
su zbog toga iznimno osjetljive, te lako pucaju, zbog cˇega je u radu s njima potrebno
jako puno strpljenja, posebno zbog potrebe da se cijelo mjerenje ponovi ukoliko mem-
brana pukne u pred kraj samog mjerenja. Na slici je prikazana ilustracija membrane
s nanoporama.
Slika 2.1.1: Ilustracija membrane s nanoporama, raspored pora u stvarnosti je pravil-
niji i prati BCT strukturu, pore su dodatno povezane uskim kanalic´ima, plava kocka
predstavlja matricu i njena debljina je 200µm
14engl. Quantum Dots
15engl. Magnetron Sputtering Deposition
16engl. Body-Centered Tetragonal
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2.2 Niskofrekventna dielektricˇna spektroskopija
Niskofrekventna dielektricˇna spektroskopija je eksperimentalna tehnika kojom odredujemo
kompleksnu dielektricˇnu permitivnost i kompleksnu vodljivost proucˇavanog materi-
jala mjerenjem njegovih dielektricˇnih svojstava. Mjerni postav za dielektricˇnu spek-
troskopiju sastoji se od mjerne komore u koju stavljamo uzorak i mjeracˇa admitancije
Agilent 4294A.
2.2.1 Komore za dielektricˇna mjerenja
Prva komora za dielektricˇna mjerenja sastoji se od dvodijelnog pleksiglasnog kuc´iˇsta.
U oba dijela kuc´iˇsta utisnut je cˇelicˇni nosacˇ na koji je zaljepljeno staklo na kojem se
nalaze platinske elektrode. S obzirom da je staklo izolator, ono sluzˇi da elektricˇki
izolira platinske elektrode od cˇelicˇnog nosacˇa. Zatvaranjem komore, cˇelicˇni nosacˇi
se spoje i tvore Faradayev kavez. Dodatno, zatvaranjem kuc´iˇsta platinske elektrode
formiraju kondenzator, i.e. plocˇe kondenzatora, izmedu kojih je uzorak. S unutarnje
strane cˇelicˇnog nosacˇa nalazi se brtva koja sluzˇi za smanjenje hlapljenja otopine. Za
temperaturnu stabilizaciju koriste se Peltier elementi, silicijeve diode Si-1000 i Pt-
100 termometar koji se po potrebi mogu spojiti na vanjski temperaturni regulator.
Peltier elementi se nalaze na aluminijskom bloku koji sluzˇi kao ”beskonacˇni” sprem-
nik topline. Volumen tekuc´ine koji mozˇemo mjeriti ovom komorom je u rasponu od
50 − 200µL, u ovom radu koriˇsten je volumen otopina od 100µL. Konstanta komore
odredena je mjerenjem standardnih uzoraka vodenih otopina kalij klorida molarnih
koncentracija 10mM i 0, 5mM i iznosi [16]:
k1 ≡ l
A
= 0, 1042± 0, 0006cm−1 (2.2.1)
Druga komora takoder koristi platinske elektrode integrirane u plasticˇnom cilindru.
Slika 2.2.2: Shematski prikaz prve komore za dielektricˇna mjerenja [16]
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Motivacija za drugu komoru je u konstanti komore koja je puno vec´a od konstane
prve komore. S obzirom da je konstanta prve komore 0, 1cm−1 (2.2.1), mjerenje jako
vodljivih otopina17 nije moguc´e zbog interne elektronike mjeracˇa admitancije Agilent
4294A. Konstanta druge komore izmjerena je preko 1mM NaCl-a i iznosi:
k2 ≡ l
A
= 1, 7± 0, 1cm−1 (2.2.2)
Trec´a koriˇstena komora sastoji se od bloka poli(metil metakrilata), skrac´eno PMMA,
u kojem su probusˇeni kanali promjera 1, 6mm za dovod otopine i elektroda. Komora
koristi srebrne elektrode na kojima je oksidiran sloj klora (Ag/Cl). Ista takva komora
koriˇstena je u radu [17] koji je kontroliran u ovom radu. Konstanta komore iznosi:
k3 ≡ l
A
= 34, 7± 0, 3cm−1 (2.2.3)
2.2.2 Mjeracˇ admitancije Agilent 4294A
Agilent 4294A koriˇsten je za mjerenje dielektricˇnih svojstava nanoporozne mem-
brane. Instrument radi u frekventnom podrucˇju 40Hz − 110MHz. U ovom radu
mjereni su vodljivost Gexp(ω) i kapacitet Cexp(ω) koji su sastavni dio admitancije:
Yexp(ω) = Gexp(ω) + ıωCexp(ω) (2.2.4)
Vodljivost i kapacitet mjereni su na 201 frekvenciji (201 tocˇka) u rasponu frekvencija
100Hz − 110MHz18. Prilikom mjerenja amplituda napona iznosila je 50mV pri kojoj
je sˇum zanemariv. Radi eliminacije vanjskih smetnji na mjerene velicˇine, kroz cijeli
raspon frekvencija obavljena su tri prolaska preko kojih su mjerenja usrednjena. Pri
mjerenju pojedine tocˇke koriˇstena je postavka BW = 1, koja izdvaja trenutnu frek-
venciju , nakon minimiziranja sinusne modulacije na odredenoj frekvenciji. Agilent
je spojen s komorom preko cˇetiri koaksijalna kabla s BNC konektorima. Cˇetiri BNC
konektora odgovaraju redom: LCUR za strujni minus, LPOT za naponski minus, HCUR
za strujni plus i HPOT za naponski plus. Povratna struja vrac´a se vanjskim vodicˇem
koaksijalnog kabela, a centralni vodovi BNC konektora provucˇeni su kroz komoru i
kratko spojeni na platinskoj elektrodi (LCUR - LPOT i HCUR - HPOT ). Spoj je ilustriran
17Koncentracije iznad 10mMNaCl
18Mjerenja ispod 100Hz nisu fizikalno znacˇajna
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na slici (2.2.1).
Slika 2.2.3: Spoj Agilent 4294A mjeracˇa impedancije i komore za dielektricˇna mjere-
nja [18]
2.2.3 Polarizacija elektroda – uzroci netocˇnosti mjerenja
Elektricˇki nabijene elektrode interagiraju s ionima u otopini. To rezultira nakuplja-
njem naboja u blizini elektroda. Zapravo, elektrode i akumulirani naboji u blizini
cˇine elektricˇni dvosloj koji utjecˇe na mjerenje na nacˇin da povec´ava admitanciju mje-
renog uzorka za admitanciju polarizacije elektroda. Polarizaciju elektroda mozˇemo
promatrati kao impedanciju povrsˇine serijski spojenu s impedancijom uzorka, tada
je:




R = Rs +REP +Rsω
2R2C2 (2.2.6)
Rs i Cs su otpor i kapacitet otopine, a CEP iREP kapacitet i otpor elektricˇnog dvosloja
[19]. Promatrajuc´i izraz (2.2.5) mozˇemo primijetiti da je utjecaj elektricˇnog dvosloja
na kapacitet uzorka vec´i na nizˇim frekvencijama. Fizikalno, na niskim frekvencijama
brzina promjene smjera elektricˇnog polja je dovoljno spora da se ioni iz elektricˇnog
dvosloja stignu preraspodijeliti, odnosno relaksacijsko vrijeme iona iz dvosloja je us-
poredivo s vremenom u kojem se mijenja smjer elektricˇnog polja.
S druge strane, na frekvencijama vec´im od ν > 10MHz imamo rezonanciju s frek-
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vencijom mjernog postava. Iz navedenih razloga, sva mjerenja u ovom radu ocˇitana
su na frekvenciji ν = 1MHz, na kojoj su najmanji efekti polarizacije i rezonancije i na




3.1 Od izmjerenih velicˇina do kompleksne dielektricˇne funkcije
Veza izmedu kompleksne vodljivosti i kompleksne dielektricˇne funkcije mozˇe se do-
biti iz Ampe`reovog zakona [18]:




pri cˇemu je ~H(t) magnetsko vektorsko polje, a σ0 specificˇna vodljivost slobodnih no-
sioca naboja. ~E(t) i ~D(t) definirani su kao (1.1.38) i (1.1.40) bez faznog doprinosa19.
U prostoru frekvencija, izraz (3.1.1) izgleda kao:
~∇× ~H(ω) = [σ0(ω) + ıω0(ω)] ~E(ω) (3.1.2)
Istovremeno, vrijede Ampe`reov i Ohmov zakon:
~jukupno = ~∇× ~H(ω) (3.1.3)
~jukupno = σ(ω) ~E(ω) (3.1.4)
Uvrsˇtavanjem gornjih izraza u (3.1.2) dobivamo izraz koji povezuje kompleksnu vod-
ljivost i kompleksnu dielektricˇnu funkciju, odnosno izraz (1.1.46):
σ(ω) = σ0(ω) + ıω0(ω) (3.1.5)
Gornjem izrazu za kompleksnu vodljivost treba josˇ dodati i mjerene parazitske dopri-
nose pa gornji izraz postaje:
σexp(ω) = σp(ω) + σ0(ω) + ıω0exp(ω) (3.1.6)
gdje je σp doprinos specificˇnoj vodljivosti od parazitskih efekata u sustavu, i.e. pola-
rizacije na elektrodama. Parazitske doprinose eliminirali smo mjerenjem vodljivosti
otopine bez prisutstva membrane. Tu vodljivost zovemo vodljivost pozadine.
19Odgovor elektrolitske otopine je trenutan pa nema kasˇnjenja, odnosno faznog pomaka
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3.1.1 Doprinosi dielektricˇnoj funkciji – vodljivost pozadine
Pozadinsku vodljivost mozˇemo zapisati kao:
σpo(ω) = σp(ω) + σ0po(ω) + ıω0po(ω) (3.1.7)
S druge strane, dielektricˇnu funkciju mozˇemo promatrati kao struja polarizacije u
sustavu δ(ω) koja je povec´ana ostalim doprinosima koji se pobuduju na frekvenci-
jama iznad radnog podrucˇja nasˇeg mjernog instrumenta.
exp = δ(ω) + HF (3.1.8)
pri cˇemu je δ(ω) nasˇ proucˇavani sustav.
Slika 3.1.1: Puna crta prikazuje realni dio dielektricˇne funkcije. Za tekuc´e uzorke
vidimo povec´anje HF zbog parazitskih efekata; tocˇkasta crta prikazuje dielektricˇnu
konstantu vakuuma. [18]
Da bismo dobili dielektricˇnu funkciju moramo eliminirati cˇlanove σp(ω) i σ0(ω) iz
mjerene vodljivosti. Oduzimanje pozadine podrazumijeva oduzimanje (3.1.7) od
(3.1.6), uz dodatno uvrsˇtavanje (3.1.8) u (3.1.6), slijedi20:
[σexp(ω)− σpo(ω)]− [σ0(ω)− σ0po(ω)] = ıω0[δ(ω) + HF − po] (3.1.9)
Utjecaj σ0po i po o fizici materijala koji proucˇavamo i ovisno o tome mozˇe imati
razlicˇite utjecaje na dielektricˇnu funkciju.21
20Preptostavka je da je parazitska vodljivost σp jednaka u oba slucˇaja
21Doprinosi vec´i ili manji od proucˇavanog sustava
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3.1.2 Granica velikih pozadina – tekuc´i uzorci
Vodljivost pozadine odredena je mjerenjem vodljivosti otopine NaCl. Ta vodljivost
predstavlja pozadinu, i.e. doprinos dielektricˇnoj funkciji onih iona koji nisu pros-
torno ogranicˇeni unutar nanopore pa samim time ne utjecˇu na relaksaciju unutar
iste. Vidimo da u izrazu (3.1.7) imamo dva doprinosa vodljivosti pozadine: priv
je doprinos nosioca naboja u otopini, i.e. iona Na+ i Cl−, to je cˇlan σ0po; druga
vodljivost posljedica je, kao sˇto je navedeno u pocˇetku poglavlja, ostalih doprinosa
vodljivosti koji rezoniraju na frekvencijama izvan radnog podrucˇja instrumenta. Ta
dielektricˇna funkcija odgovara dielektricˇnoj funkciji iona zatvorenih u nanopori iz
cˇije se relaksacije dobiva velicˇina nanopora. Dobro odabranom vodljivosˇc´u pozadine
mozˇemo postic´i sljedec´e jednakosti:
σ0po(ω) = σ0(ω) (3.1.10)
HF = po (3.1.11)
nakon cˇega izraz (3.1.9) postaje:
[σexp(ω)− σpo(ω)] = ıω0[δ(ω)] (3.1.12)
Veza izmedu gornjeg izraza i mjerenih velicˇina dana je definicjom kompleksne vod-
ljivosti σ:
σexp(ω) = kYexp(ω) (3.1.13)
σpo(ω) = kYpo(ω) (3.1.14)
pri cˇemu je k konstanta komore s kojom mjerimo, a Y admitancija sustava, defini-
rana prema (2.2.4). Uvrsˇatavanjem definicje admitancije u izraze (3.2.13) i (3.2.14),
dobivamo:
σexp(ω)− σpo(ω) = k[Gexp(ω)−Gpo(ω)] + ıkω[Cexp(ω)− Cpo(ω)] (3.1.15)
Usporedbom gornjeg izraza s (3.2.12), dobivamo kompleksnu dielektricˇnu funkciju:
δ(ω) = δ′(ω)− δ′′(ω) (3.1.16)
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Gornji izrazi povezuju doprinos dielektricˇnoj funkciji uzorka koji mjerimo s mjerenim
podacima koji ukljucˇuju doprinos pozadine u mjerenju.
3.2 Prilagodba na mjerenje – korekcije vodljivosti i kapaciteta
Nerijetko je u eksperimentu, odnosno u procesu pripreme uzorka dosta zahtjevno
pripremiti otopinu cˇija je vodljivost tocˇno jednaka vodljivosti mjerene pozadine. Po-
sljedica toga je da na niskim frekvencijama imamo primjetnu razliku u vodljivosti i
u kapacitetu na visokim frekvencijama. Iz tog razloga se u model unose korekcije
vodljivosti Gkor i kapaciteta Ckor. Korekcije u model unosim kao parametre cˇiji je





korekcija za kapacitet, te:
Gkor = Gkor (3.2.20)
korekcija za vodljivost, u direktnom obliku.
Slika 3.2.2: Frekventna ovisnost izmjerenih velicˇina nakon oduzimanja pozadine (a)
i (b); frekventna ovisnost dielektricˇne funkcije polielektrolitske otopine Na-DNA s
korekcijama (c) i (d) [16]
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3.3 Dielektricˇna relaksacija i relaksacijsko vrijeme
Ioni Na+ i Cl− vezˇu se na unutarnju rub nanopore. Takva konstelacija iona u nano-
pori uzrokuje polarizaciju ~P :
~P = eρ0~x(ω) (3.3.23)
pri cˇemu je e iznos elementarnog naboja, ρ0 gustoc´a iona, a ~x(ω) pomak iona iz rav-
notezˇnog polozˇaja. Promjenom smjera elektricˇnog polja, ioni u pori zamijene mjesta.
S obzirom da se smjer polja mijenja s odredenom frekvencijom22, ioni zapravo ti-
traju oko ravnotezˇnog polozˇaja, a s obzirom da je pora sferno simetricˇna - amplituda
titranja odgovara upravo radijusu pore. Gibanje iona mozˇemo opisati tjeranim har-
monicˇkim oscilatorom s gusˇenjem, pri cˇemu tjeranje dolazi od utjecaja elektricˇnog
polja, a gusˇenje od sudara s protuionima i molekulama vode. Jednadzˇba gibanja
glasi:
m∗x¨+ γx˙+ κx = eE0eıωt (3.3.24)
gdje jem∗ efektivna masa iona, γ = m∗/τ konstanta gusˇenja, a κ konstanta elasticˇnosti
koja opisuje vezanje iona s povrsˇinom pore. S obzirom da je koriˇstena postavka
Agilenta da ocˇita vrijednost nakon dugog trajanja pobude, a homogeno rjesˇenje




ubacujemo gornji izraz u jednadzˇbu gibanja i dobivamo kako pomak od ravnotezˇnog





(ω20 − ω2) + ıωτ−1
eıωt (3.3.26)
22Mjerena frekvencija je 1MHz
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gdje je ω20 ≡ κm∗ . Uzimajuc´i u obzir vezu dielektricˇnog pomaka ~D(ω), elektricˇnog








Daljnjim uvrsˇtavanjem stacionarnog rjesˇenja (3.3.26) dobivamo:











) + ı ω
ω20τ
(3.3.28)









izraz (3.3.28) mozˇemo zapisati kao:
− 1 = ∆ 1
1 + ıωτ0
(3.3.31)
sˇto je upravo Debyeva relaksacija (1.1.68). Medutim, zbog nereda koji je prisutan u
nasˇem sutavu, relaksacijski procesi su puno sˇiri i nesimetricˇni, to znacˇi da se Debyev
tip relaksacije treba svesti malo opc´enitiji oblik relaksacije. Za izracˇun velicˇine nano-





Gornji izraz je Cole-Cole funkcija (1.1.75). Nasˇe mjerenje prilagodavamo na CC
funkciju i odredujemo tri parametra, redom: (i) jacˇina relaksacijskog procesa ∆, (ii)
sˇirenje relaksacijskog procesa oko srednjeg vremena 1 − α i (iii) srednje vrijeme re-
laksacije τ0. Impedancijski spektri se obrade prema (3.2.21) i (3.2.22) i preracˇunaju
u dielektricˇne spektre. U nekim slucˇajevima moguc´e je imati dva moda relaksacije
(niskofrekventni NF i visokofrekventni VF). U nasˇem slucˇaju imali smo jedan mod
dielektricˇne relaksacije na visokim frekvencijama (VF mod). U slucˇaju dva moda re-
laksacije, CC funkcija se zbraja i mjerenje se prilagodava takvom zbroju. Funkcije
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prilagodbe u slucˇaju dva moda su dane s:
=
( ∆LF
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U slucˇaju jednog moda, drugi mod se iz gornjeg izraza briˇse. Na slici su prikazane
kompleksne dielektricˇne funkcije prilagodene na CC funkciju za vodene otopine DNA
i vodene otopine DNA s dodanom soli [20].
Slika 3.3.3: Imaginarni dio dielektricˇne funkcije kao funkcija frekvencije za DNA u
vodi i DNA+NaCl u vodi [20]
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4 Rezultati
4.1 Ionska selektivnost i saturacija vodljivosti
U prvo dijelu mjerenja, provjeravali smo argument za ionsku selektivnost objavljen
u radu Feng et al. [17]. U tom radu mjerena je vodljivost silicij nitridne nanopore
razlicˇitih dimenzija u razlicˇitim koncentracijama KCl otopine i primijec´ena je znatna
saturacija na niskim koncentracijama otopine koja odstupa od teorijskih predvidanja
daljnjeg smanjivanja vodljivosti s koncentracijom. Raspon mjerenih koncentracija je
od 1µM − 1M , a na koncentracijama nizˇim od 1mM zabiljezˇena je saturacija vodlji-
vosti. Ta saturacija pripisana je povrsˇinski vezanim nabojima u nanopori cˇiji doprinos
prevladava na nizˇim koncentracijama kad je koncentracija slobodnih iona iz otopine
manja od vezanih naboja. Na tom efektu pocˇiva njihov argument ionske selektivnosti
membrane, za koju se tvrdi da je vidljiva iz pomaka I-V karakteristike u odnosu na
ishodiˇste sustava (0, 0). U drugim cˇlancima, ionska selektivnost primijec´ena je kao
promjena nagiba I-V karakteristike s promjenom smjera elektricˇnog polja [21][22].
Slika 4.1.1: Saturacija vodljivosti iz Feng et al, (2016), tri linije su za razlicˇite velicˇine
nanopora: crna - 2nm, crvena - 6nm i plava - 25nm; saturacija nastupa ispod 5mM
KCl koncentracije, iscrtkane linije predstavljaju funkciju prilagodbe [17]
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S obzirom da je nasˇa oprema na Institutu za fiziku u Zagrebu ista kao i oprema
koriˇstena u tom radu na E´cole polytechnique fe´de´rale de Lausanne (EPFL) u Sˇvicarskoj,
odlucˇili smo ispitati ionsku selektivnost kod nasˇih nanoporoznih membrana. U tu
svrhu ponavljali smo eksperiment iz spomenutog rada. Mjerili smo vodljivost otopine
NaCl u istom rasponu koncentracija sa viˇse tocˇaka po dekadi, u istoj PMMA komori
(trec´a komora iz poglavlja 2.2.1). S obzirom da je mobilnost iona NaCl u otopini
vrlo slicˇna mobilnosti iona KCl u otopini, mozˇemo rec´i i da je otopina koriˇstena u oba
eksperimenta dovoljno slicˇna da ne cˇini fizikalnu razliku.
Otopina NaCl pripavljena je u dvostruko deioniziranoj vodi (ddH2O) i provjerena
u prvoj komori iz poglavlja (2.2.1) s platinskim elektrodama (k1 = 0, 1cm−1) do
koncentracije 10mM NaCl, za koncentracije > 10mM NaCl, a < 1M NaCl koriˇstena
je druga komora (k2 = 1, 7cm−1). Prva komora vrlo malo zagaduje otopinu pa je
s tom komorom moguc´e pouzdano mjeriti vodljivost jako niskih koncentracija, do
10µM NaCl. Rezultati su prikazani na slici.
Slika 4.1.2: Specificˇna vodljivost vodene otopine NaCl, saturacija se vidi tek na kon-
centracijama ispod 20µM , ponasˇanje do te koncentracije je priblizˇno linearno kako
teorija i predvida
Saturaciju na prosˇlom rezultatu objasˇnjavamo zagadenjem otopine od komore, buduc´i
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da su otopine s koncentracijama reda velicˇine µM i nizˇe zapravo jako cˇiste (jako
malo iona), samim time su i vrlo susceptibilne zagadenju. Doprinosi vodljivosti koji
uzrokuju saturaciju posljedica su upravo takvog zagadenja. Gornji rezultat dalje je
koriˇsten kao baza za druga mjerenja vodljivosti nanopore u otopini NaCl.
Nakon mjerenja vodljivosti otopina i potvrde da zaista imamo otopine zˇeljenih kon-
centracija, isto smo ponovili u PMMA komori koja se koristila u radu, da bi eliminirali
moguc´i utjecaj komore na vodljivost, odnosno zagadenje otopine, i stvarno efekt pri-
pisali povrsˇinski vezanim nabojima u nanopori, morali smo izmjeriti vodljivost same
otopine u istoj komori. Rezultati su prikazani zajedno mjerenjima otopine u ”steril-
noj” prvoj komori radi laksˇe usporedbe.
Slika 4.1.3: Specificˇna vodljivost vodene otopine NaCl u PMMA komori, znacˇajna
saturacija se vidi na koncentracijama ispod 30µM , ponasˇanje do te koncentracije je
priblizˇno linearno kako teorija i predvida, malo odstupanje na vec´im koncentracijama
moguc´e zbog elektronike.
Vidimo da smo samo promjenom komore (bez nanopore), dobili rezultat vrlo slicˇan
onome u radu Feng et al s pocˇetka poglavlja. Saturacija je puno jacˇe izrazˇena i ocˇito
posljedica zagadenja otopine od komore, a ne povrsˇinski vezanih naboja kao sˇto je
objavljeno. Daljnjom ekstrapolacijom mozˇemo otprilike vidjeti i koliko ”jako” komora
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zagadi otopinu, s obzirom da vrijednost ne opada ispod one za 30µM NaCl. Drugim
rijecˇima, kolicˇina ”prljavsˇtine” u otopini odgovara kolicˇini iona Na+ i Cl− u 30µM
otopini NaCl. Za kraj smo josˇ dodali u nasˇ sustav i nanoporoznu membranu da
dodatno potvrdimo da je saturacija uistinu posljedica zagadenja otopine od komore.
Rezultati su opet prikazani zajedno s prijasˇnjim radi laksˇe usporedbe.
Slika 4.1.4: Specificˇna vodljivost vodene otopine NaCl s Al2O3 nanoporoznom mem-
branom u PMMA komori (plavo), nema znacˇajne razlike u saturaciji u odnosu na
samu otopinu u istoj komori, vodljivost je malo vec´a zbog dodatnog otpusˇtanja iona
od membrane koji su ostali od prijasˇnjih mjerenja.
Usporedbom vodljivosti u PMMA komori s membranom i bez membrane vidimo da
nema pretjerane razlike, vodljivost je sˇtoviˇse malo vec´a s umetnutom membranom,
vjerojatno od rezidualnihg iona Na+ i Cl− koji su posljedica nemoguc´nosti porpunog
cˇiˇsc´enja membrane nakon mjerenja. Bez obzira na to, cˇinjenica da se vodljivost nije
smanjila unatocˇ membrani kao fizicˇkoj barijeri za prolazak iona, znacˇi da membrana
ne predstavlja nikakav otpor prolasku iona, sˇto implicira da su nanopore toliko velike
da ne mogu biti ionski selektivne. Kako bismo odredili velicˇinu nanopora radili smo
dielektricˇnu spektroskopiju i iz dielektricˇne relaksacije odredili velicˇinu nanopora.
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4.2 Velicˇina nanopora
Velicˇina nanopora odredena je prilagodbom dielektricˇne funkcije na CC funkciju i
ekstrapolacijom vremena relaksacije τ iz iste. Ioni u periodu izmedu relaksacije di-
fundiraju unutar nanopore zbog sudara s molekulama vode i protuiona, uzimanjem
difuzijskog koeficijenta (1.3.39) za gibanje malih iona u vodi i rjesˇavanjem Einstein-
Smoluchowski jednadzˇbe dobili smo velicˇinu nanopora.
Sustav od pet membrana stavili smo u prvu komoru i dodali 100µL 1mM vodene
otopine NaCl. Prilagodbom opisanom u poglavlju 3, dobili smo jedan VF relaksacij-
ski mod iz kojeg smo iˇscˇitali parametre dielektricˇne funkcije. Dielektricˇna funkcija je
prikazana odvojeno kao realni i imaginarni dio na sljedec´im slika.
Slika 4.2.5: Realni dio spektra, CC funkcija na koju smo prilagodili mjernje je poka-
zana crvenom linijom, mjerenje nakon oduzeze pozadine crno-bijelim kvadratic´ima.
Prilagodba je najbolja u rasponu frekvencija 1 kHz - 1 MHz. Odstupanje od prila-
godbe na visokim frekvencijama je posljedica rezonancije pobude i komore, na ni-
skim frekvencijama slutimo moguc´i NF mod ali je on izvan radnog podrucˇja pa nije
opaziv.
Parametri koji daju ovu prilagodbu dani su u tablici (4.2.1).
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Slika 4.2.6: Imaginarni dio spektra, CC funkcija prilagodne prikazana je crvenom
linijom, mjerenje nakon oduzete pozadine crno-bijelim kvadratic´ima. Prilagodba je
dobra u rasponu od 1 kHz do iznad 1 MHz,na viˇsim frekvencijama odstupanja su
zbog rezonancije pobude i komore, na nizˇim opet vidimo moguc´nost postojana NF
moda, ali na frekvencijama van nama uocˇljivog podrucˇja.
∆/pF 1 - α τ0 / µs
Vrijednosti 609,22 0,8882 5,0512
Tablica 4.2.1: Eksperimentalno odredeni parametri dielektricˇne Cole Cole funkcije,
∆ je jacˇina dielektricˇnog procesa, 1−α je sˇirenje relaksacijskog procesa oko srednjeg
vremena (kriticˇni eksponent), a τ0 je srednje vrijeme relaksacije
Oduzeta pozadina odgovara vodenoj otopini 2,1 mM NaCl, o ovome c´e biti viˇse rijecˇi
u poglavlju 4.4. Velicˇinu nanopora izracˇunali smo ubacivanjem izmjerenog relaksa-
cijskog vremena τ0 u Einstein-Smoluchowski jednadzˇbu difuzije (1.3.65). Difuzijska
konstanta je dana u (1.3.39). Velicˇina nanopore iznosi 100 nm. To je puno prevelika
nanopora da bi mogla pokazati ivakvu selektivnost prema ionima, cˇak ne mozˇe biti
selektivna i za makromolekule poput DNA.
Kompleksna dielektricˇna funkcija nasˇeg sustava pet Al2O3 membrana, s izmjerenim
parametrima je:
δ(ω) = 690, 22
1
(1 + 5, 0512× 10−6ıω)0,8882 (4.2.1)
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4.3 Dielektricˇna konstanta nanoporozne membrane
Kako bi odredili dielektricˇnu konstantu nanoporozne membrane Al2O3, potrebno je
bilo napraviti sendvicˇ membrane kako bi one bile u kontaktu s obje elektrode. Kako
je razmak izmedu elektroda u prvoj komori 1mm, a debljina jedne membrane 200µm,
stavili smo pet membrana jednu na drugu i snimili dielektricˇni spektar u rasponu frek-
vencija 100Hz − 110MHz. Radi usporedbe, isti smo proces ponovili sa komadic´ima
stakla. Rezultati su prikazani na sljedec´oj slici.
Slika 4.3.7: Dielektricˇni spektar prazne komore prikazan je crnom linijom, sluzˇi kao
pozadina. Dielektricˇni spektar 5 naslaganih membrana prikazan je crvenom linijom,
a stakalca plavom. U sva tri slucˇaja imamo velik sˇum na niskim frekvencijama, na
visokim frekvencijama imamo rezonanciju s komorom pa taj dio spektra zanemaru-
jemo
Za izracˇun dielektricˇne konstane morali smo odabrati podrucˇje u kojem je ponasˇanje
kapaciteta, a time i konstante, linearno. Prije toga potrebno je oduzeti pozadinu
(zrak), kako bi dobili spektar koji ukljucˇuje samo membrane ili staklo. Spektri nakon
oduzimanja zraka prikazani su na sljedec´oj slici.







Slika 4.3.8: Dielektricˇni spektri membrana (crveno) i stakalca (plavo), nakon odu-
zimanja pozadine (zraka). Vididmo i dalje znatan sˇum na niskim frekvencijama i
smanjenu rezonanciju na viˇsim frekvencijama koja se ”pokratila” oduzimanjem ka-
paciteta zraka; prekinuti dijelovi na niskim frekvencijama su ispali negativni nakon







pri cˇemu je Cp izmjereni kapacitet na frekvenciji 1 MHz, d ukupna debljina sustava
membrana, odnosno stakalaca, koja odgovara razmaku elektroda i A povrsˇina takvog
sustava. Povrsˇina je izracˇunata mobilnom aplikacijom ImageMeterTM [23]. Izracˇunate
dielektricˇne konstante dane su u sljedec´oj tablici:
Materijal Izmjerena dielektricˇna konstanta Teorijska dielektricˇna konstana [24]
Alumina 8,22 9,1
Staklo 8,93 3,75 - 9,5
Tablica 4.3.2: Izmjerene dielektricˇne konstante za aluminu i staklo, teorijska
predvidanja prema [24], za staklo je dano viˇse vrijednosti ovisno o vrsti stakla. Di-
elektricˇna konstanta alumine izmjerena je uz odstupanje od 9,6%, izmjerena vrijed-
nost stakla upada u raspon teorijskih predvidanja.
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4.4 Usporedba admitancijskih spektara – uzorak i pozadina
Kao sˇto je spomenuto u poglavlju 4.2, oduzeta pozadinska vodljivost odgovara vod-
ljivosti otopine NaCl, koncentracije 2,1 mM. Radi boljeg shvac´anja uzroka pozadin-
skih smetnji, odlucˇili smo usporediti admitancijske spektre sustava pet nanoporoznih
membrana Al2O3 i 2,1 mM vodene otopine NaCl. Rezultati su odvojeni u spektre
vodljivosti i kapaciteta.
Slika 4.4.9: Spektar vodljivosti 2,1 mM NaCl (zeleno) znatno se razlikuje od mjere-
nog spektra vodljivosti 5 Al2O3 membrana (crveno); podrucˇje preklapanja na visokim
frekvencijama ne uzimamo u obzir kao i priblizˇavanje na niskim frekvencijama jer
nisu fizikalno znacˇajna
Iz usporedbe vodljivosti oduzete pozadine pri prilagodbi na CC funkciju vidimo da
postoji znatna razlika izmedu jedne i druge vodljivosti. Nakon ovoga, logicˇno je
bilo usporediti i dielektricˇne spektre 2,1 mM vodene otopine NaCl i mjerenog dielek-
tricˇnog spektra pet Al2O3 membrana. Rezultati su dani na slici (4.5.8).
S druge strane, ta pozadina (2,1 mM) daje najbolju prilagodbu na relaksacijsku funk-
ciju.Iˇscˇitavanjem vrijednosti vodljivosti sustava membrana i trazˇenjem otopine kojoj
to odgovara, ispostavilo se da se radi o 4,4 mM vodenoj otopini NaCl, sˇto je duplo
viˇse od ekstrapolirane pozadine, odnosno duplo vec´a koncentracija iona Na+ i Cl−
u otopini. Usporedba admitancija prikazana je na slikama (4.4.9) i (4.4.10).
Preklapanje spektra vodljivosti 4,4 mM vodene otopine NaCl i spektra sustava mem-
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Slika 4.4.10: Dielektricˇni spektar takoder pokazuje razlicˇite vrijednosti za sustav
Al2O3 membrana (crveno) i 2,1 mM vodenu otopinu NaCl (zeleno)
Slika 4.4.11: Spektar vodljivosti pet Al2O3 membrana (plavo) i 4,4mM NaCl (crveno)
brana Al2O3 pokazuje vrlo dobro preslikavanje. Moguc´e objasˇnjenje ovog je u tome
sˇto su neki ioni zarobljeni unutar pore i zapravo ne utjecˇu na pozadinu, iz tog raz-
loga je ekstrapolirana pozadina u procesu prilagodbe mjerenja na CC funkciju manje
koncentracije za koncentraciju iona koji su zakljucˇani unutar pore.
Odvajanje kapaciteta, odnosno porast polarizacije u podrucˇju 10 kHz do 1 MHz (slika
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Slika 4.4.12: Dielektricˇni pet Al2O3 membrana (plavo) i 4,4mM NaCl (crveno), u
podrucˇju izmedu 10 kHz do 1 MHz vidimo odvajanje kapaciteta sustava membrana
od otopine, odnosno u tom podrucˇja prisutna je neka dodatna polarizacija u sustavu
koja povec´ava dielektricˇnu konstantu sustava membrana
4.4.10), posljedica je Maxwell-Wagner povrsˇinske polarizacije. Ocˇito je na tim frek-
vencijama prisutno medudjelovanje vezanih naboja medu porama koje uzrokuje do-
datnu polarizaciju u sustavu. Na vec´im frekvencijama ta interakcija ne mozˇe pratiti
brzinu promjene smjera elektricˇnog polja te iˇscˇezava, dok je na niskim frekvencijama
zasjenjenja drugim interakcijama u sustavu koje trnu na frekvenciji iznad 10 kHz.
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5 Zakljucˇak
Mjerenjem vodljivosti membrane u rasponu koncentracija vodene otopine NaCl 1µM
– 1M i vodljivosti istih otopina u razlicˇitim komorama pokazali smo da je bazni ar-
gument za pojavu ionske selektivnosti u radu Feng et al, 2015. objavljen u cˇasopisu
Nature, moguc´e osnovan na potpuno drugom efektu, odnosno, saturacija je poslje-
dica nemoguc´nosti zasˇtite otopine od utjecaja okoline, a ne povrsˇinski vezanih naboja
unutar nanopore. To postavlja pitanje i same ionske selektivnosti koja se kasnije spo-
minje u radu. Isti efekt u drugim radovima pripisan je drugim rezultatima, primarno
promjeni nagiba I-V karakteristike pri promjeni smjera elektricˇnog polja. Koriˇstenjem
razlicˇitih komora uspjesˇno smo snizili zagadenje otopine za dva reda velicˇine, ali i
tamo smo onda primjetili saturaciju vodljivosti.
Primjetili smo vrlo malen doprinos membrane otporu prolaska ionske struje sˇto je
dalo naslutiti iznimno velike nanopore. Daljnim istrazˇivanjem nasˇe nanoporozne
membrane Al2O3 ustanovili smo kako su nasˇe nanopore uistinu puno prevelike, 100
nm, te kao takve ne mogu biti koriˇstene u svrhu desalinacije, odnosno ionske selek-
tivnosti ili nekih drugih primjenjenih koncepata baziranih na interakciji nanopore s
uzorkom. Mjerenjem dielektricˇne konstante dobili smo vrijednost koja se slazˇe s te-
orijski ocˇekivanim vrijednostima, time smo potvrdili da je rijecˇ o nanopori Al2O3. Isti
rezultat dobili smo i za dielektricˇnu konstantu stakla koje je zbog slicˇnih dimenzija
koriˇsteno za usporedbu.
Analiza mjerenog admitancijskog spektra i pozadine oduzete prilikom prilagodbe
spektra na Cole-Cole funkciju primjetili smo da je vodljivost pozadine puno manja
od one koja bi odgovarala vodljivosti i permitivnosti mjerenog uzorka. Daljnom ana-
lizom pokazali smo da vodljivost sustava pet membrana odgovara 4,4 mM vodenoj
otopini NaCl, to objasˇnjavamo efektivno manjom koncentracijom iona koji sudjeluju
u polariziciji elektroda, odnosno manjim doprinosom vodljivosti zbog iona koji su
zakljucˇani unutar pore.
Usporedbom dielektricˇnog spektra 4,4 mM vodene otopine NaCl i dielektricˇnog spek-
tra sustava membrana primjetili smo dodatni doprinos dielektricˇnoj konstanti na
frekvenciji od 10 kHz do 1 MHz, taj doprinos dolazi od nove polarizacije u sustavu




6.1 Interaktivno-istrazˇivacˇki usmjerena nastava
Kirchoffova pravila su izborna tema za trogodiˇsnji program fizike u svim strukov-
nim sˇkolama, ne izvode se prema dvogodiˇsnjem programu fizike za strukovne sˇkole,
dok su za cˇetverogodiˇsnji program fizike u gimnazijama i cˇetverogodiˇsnji program
fizike u strukovnim sˇkolama obavezno gradivo pod cjelinom Elektricˇna struja. Nas-
tavna jedinica se obraduje u 2. razredu, prije cˇega se obraduju jedinice: Jakost i
smjer elektriˇcne struje, Gustoc´a struje, Elektriˇcni otpor, Ohmov zakon, Ovisnost otpora o
temperaturi, Izvori napona, Napon izvora i unutrasˇnji otpor te nastavna cjelina Elek-
trostatika [25].
Svaka nastavna jedinica izvodi se interaktivno i istrazˇivacˇki. Pod interaktivno po-
drazumijevamo interakciju izmedu ucˇenika i profesora i ucˇenika medusobno. Na
taj nacˇin ucˇenici su ukljucˇeni u predavanje te svi aktivno sudjeluju u nastavi. Is-
trazˇivacˇki usmjerena nastava podrazumijeva da ucˇenici razvijaju konceptualne i ma-
tematicˇke modele samostalno uz pomoc´ nastavnika kroz usmjeravanje. Neke od in-
teraktivnih metoda ukljucˇuju: razrednu raspravu, konceptualna pitanja s karticama,
kooperativno rjesˇavanje zadataka u manjim skupinama, interaktivno izvodenje po-
kusa, racˇunalne interaktivne metode. Istrazˇivacˇki usmjerena nastava vazˇna je za
ucˇenicˇko razvijanje kriticˇkog promiˇsljanja i logicˇkog zakljucˇivanja, razvijanje ekspe-
rimentalnih vjesˇtina, razumijevanje prirode znanosti i nacˇina formiranja znanstvenog
znanja. Ucˇenici u istrazˇivacˇki usmjerenoj nastavi: trazˇe odgovore na znanstvena pi-
tanja, formuliraju i testiraju hipoteze, osmiˇsljaju i provode pokuse, samostalno zapi-
suju svoja predvidanja, opazˇanja i zakljucˇke te prezentiraju drugima svoje rezultate
i argumentirano ih brane. Ovisno o ucˇenicˇkoj ”slobodi” u istrazˇivanju, istrazˇivacˇki
pristup dijelimo na: otvoreno istrazˇivanje – ucˇenici posve samostalno istrazˇuju (bo-
lje za napredne manje grupe i projekte) i vodeno istrazˇivanje – puno usmjeravanja
i nastavnicˇkog vodenja (glavni oblik istrazˇivanja u razredu). Istrazˇivacˇki usmjerena
nastava ima dobro definiran ustroj sata i sastoji se od (i) uvodnog dijela – otvara-
nja problema, upoznavanje nove pojave, (ii) srediˇsnjeg dijela – vodeno istrazˇivanje,
matematicˇki opis, konstrukcija modela i (iii) zavrsˇnog dijela – evaluacija i primjena
modela, konceptualna pitanja.
U uvodnom dijelu sata otvaramo problem pitanjem ili pokusom i prikupljamo ucˇenicˇke
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ideje. U ovom dijelu sata pozˇeljno je novu pojavu pokazati pokusom i po moguc´nosti
povezati ga sa svakodnevnim iskustvom ili prijasˇnjim znanjem. Ovaj dio sata ujedno
daje i motivaciju za promatrani problem. Srediˇsnji dio sata pocˇinje istrazˇivacˇkim pi-
tanjem. ”Kako istrazˇiti neku pojavu ili opisati neki koncept?”, ovdje ucˇenici predlazˇu
pokuse, izvode ih ili promatraju, opisuju te daju predvidanja, konstatiraju opazˇanja
i analiziraju rezultate. Ucˇenici u srediˇsnjem dijelu sata takoder upoznaju i znans-
tvene metode i razvijaju sposobnosti logicˇkog zakljucˇivanja itd. U zavrsˇnom dijelu
sata evaluiramo novo znanje kod ucˇenika i provjeravamo ostvarenost obrazovnih
ishoda. Evaluacija se mozˇe vrsˇiti konceptualnim pitanjima ili zadacima. Pri sastav-
ljanju konceptualnih pitanja treba voditi racˇuna o tome da: pitanja nisu trivijalna ali
ni pretesˇka, da ponudeni odgovori nude tipicˇne konceptualne gresˇke u razmiˇsljanju i
da nakon odgovora ucˇenici medusobno diskutiraju o odgovoru.
6.2 Priprema za nastavni sat - Kirchoffova pravila
Ova priprema pisana je za drugi razred tehnicˇke sˇkole s cˇetverogodiˇsnjim programom
fizike, dakle za ovaj kurikulum, nastavna jedinica Kirchoffova pravila je obavezna.
Predvideno vrijeme za ovu nastavnu jedinicu je 1 sat.
Obrazovni ishodi:
–Navesti i objasniti Kirchoffova pravila
–Razvijati sposobnost logicˇkog zakljucˇivanja






–Razvijanje interesa za znanost








Korelacija s drugim predmetima:
–Osnove elektrotehnike - 1. razred
Nastavna pomagala i sredstva:
–Plocˇa, kreda, izvor napona, tri ampermetra, tri voltmetra, vodicˇi, tri otpornika
TIJEK NASTAVNOG SATA
1) Uvodni dio, otvaranje problema, prikupljanje ideja, upoznavanje pojave:
Uvodni problem: Kako biste odredili iznose struja koje prolaze kroz svaku granu
ili padove napona na pojedinom elementu?
→Prikupljamo ucˇeniˇcke ideje
→ Nacrtamo shemu na plocˇu (Slika 6.2.1).
Slika 6.2.1: Pocˇetna shema
→ Slicˇne sheme mogu se nac´i u mnogim sklopovima i elektricˇnim uredajima, koje
koristimo u svakodnevnom zˇivotu, te nam je vazˇno znati kako ih rijesˇiti.
→Danas c´emo vidjeti kako se mozˇe izracˇunati struja u pojedinoj grani strujnog kruga.
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→ Na plocˇu piˇsemo naslov ”Jakost struje i padovi napona unutar razgranatog struj-
nog kruga”.
→ Iskazujemo definiciju cˇvora i petlje u strujnom krugu i trazˇimo jednog od ucˇenika
da ih pokazˇe na shemi.
2) Sredisˇnji dio, konstrukcija modela – fizikalni i matematicˇki opis pojave:
Istrazˇivacˇko pitanje 1: Kolika je jakost struje prije i poslije grananja?
→ Uzmimo za pocˇetak jednostavniji primjer (Slika 6.2.2)
Slika 6.2.2: Jednostavnija shema
Na strujnom krugu na plocˇi, kakav je odnos struja u glavnoj i u sporednim gra-
nama?
→ Skupljamo ucˇeniˇcke ideje.
→ Ucˇenici zakljucˇuju da je struja u glavnoj grani vec´a nego u sporednim.
Kako biste to provjerili?
→ Ucˇenici osmiˇsljaju pokus: spajamo strujni krug prema slici i dodajemo ampermetar
u seriju sa svakim otpornikom.
Sˇto ocˇekujete kakve c´e biti vrijednosti struja u svakoj grani?
→ Ovdje ne trazˇimo predvidanja konkretnih vrijednosti nego relativne vrijednosti struja
u odnosu na otpor u grani
→ Ucˇenici iznose svoja predvidanja
→ Palimo strujni krug.
Sˇto ste primjetili? Kakve su struje u pojedinim granama?
→ Ucˇenici iznose svoja opazˇanja, skiciraju pokus i zapisuju izmjerene vrijednosti u ta-
blicu.
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Kako se odnose struje prije i poslije cˇvora?
→ Ucˇenici formuliraju prvi Kirchoffov zakon.
→ Iskazujemo prvi Kirchoffov zakon rijecˇima: Zbroj struja koje ulaze u cˇvor jednak
je zbroju struja koje izlaze iz cˇvora.
Istrazˇivacˇko pitanje 2: Koliki je zbroj napona izvora i padova napona na pojedi-
nim otpornicima i napona baterije?
Na strujnom krugu na plocˇi, kakav je odnos padova napona na pojedinim ot-
pornicima i napona baterije?
→ Skupljamo ucˇeniˇcke ideje.
Kako biste to provjerili?
→ Ucˇenici osmiˇsljaju pokus: spajamo strujni krug prema slici i dodajemo voltmetar
paralelno na svaki otpornik.
Sˇto ocˇekujete kako c´e se odnositi vrijednosti padova napona u svakoj grani?
→ Ucˇenici iznose svoja predvidanja.
Sˇto ocˇekujete kakav c´e biti odnos padova napona na otpornicima u strujnom
krugu i napona baterije?
→ Ucˇenici iznose svoja predvidanja.
→ Palimo strujni krug.
Sˇto ste opazili?
→ Ucˇenici iznose svoja opazˇanja.
Koja je veza izmedu padova napona na otpornicima i napona koji daje baterija?
→ Vodimo ucˇenike do zakljucˇka da je pad napona na svakom otporniku jednak naponu
baterije.
Kako se odnose padovi napona otpornika jedne petlje i napon izvora u istoj pet-
lji?
→ Ucˇenici formuliraju drugi Kirchoffov zakon.
→ Iskazujemo drugi Kirchoffov zakon rijecˇima: zbroj svih padova napona u zatvore-
noj petlji jednak je elektromotornom naponu izvora u toj petlji.
→ Dosad smo razmatrali strujne krugove s idealnim baterijama. Medutim, realne
baterije takoder imaju neki otpor. Taj otpor zovemo unutarnji otpor i obicˇno ga
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oznacˇavamo s malim slovom ”r”. Pri rjesˇavanju strujnih krugova s realnim bateri-
jama, moramo ukljucˇiti i unutarnji otpor u racˇun. Unutarnji otpor dodajemo u seriju
s baterijom i bateriju tretiramo kao serijski spoj idealne baterije i otpornika.
→ Sumiramo oba pravila i kazˇemo da su to Kirchoffova pravila koja se koriste pri
racˇunanju struja u pojedinim granama i padova napona na elementima strujnog
kruga.
→ Prosˇirujemo naslov s ”–Kirchoffova pravila”.
→ Vidjeli smo da je ukupna struja kao i ukupan napon ocˇuvan unutar strujnog kruga.
Mozˇete li Kirchoffova pravila povezati s nekim zakonima koje smo ucˇili na fizici,
a koji govore o ocˇuvanju fizikalnih velicˇina?
→ Ucˇenici povezuju gradivo.
→ Prvi Kirchoffov zakon, posljedica je zakona ocˇuvanja naboja. Ukupna kolicˇina na-
boja u zatvorenom sustavu je ocˇuvana velicˇina. → Zamislimo pozitivan naboj q koji
prolazi kroz cijelu strujnu petlju. Prolaskom kroz bateriju, naboj q dobiva energiju
q, a prolaskom kroz otpornik gubi energiju −qIR. S obzirom da se vrati na isto
mjesto nakon sˇto obide petlju (petlja je zatvorena), njegova energija na kraju mora
biti jednaka energiji na pocˇetku (energija ovisi o potencijalu tocˇke u kojoj se nalazi).
Ukupna promjena energije naboja q prolaskom kroz cijelu petlju mora biti 0. Drugi
Kirchoffov zakon je posljedica zakona ocˇuvanja energije.
→ Na nacrtanoj shemi s pocˇetka pokazˇemo kako ide rjesˇavaje strujnog kruga primje-
nom Kirchoffovih pravila.
1. Oznacˇimo sve elemente strujnog kruga, poznate i nepoznate
2. U svakoj petlji i grani odaberemo i oznacˇimo smjer struje. Odabir smjera
je proizvoljan.
3. Na cˇvorovima primijenimo prvo Kirchoffovo pravilo i napiˇsemo pripadne
jednadzˇbe.




3) Zavrsˇni dio, primjena modela – korisˇtenje novostecˇenog znanja u novim si-
tuacijama, provjera ostvarenosti obrazovnih ishoda:
→ U zavrsˇnom dijelu ucˇenici rjesˇavaju zadatke i odgovaraju na konceptualna pitanja.
1. Nakon rjesˇavanja strujnog kruga za iznos jedne od struja dobijete negativnu
vrijednost. Kako to interpretirate?
→ Ako je dobivena struja negativnog predznaka, to znacˇi da je pretpostavljeni smjer
struje kriv, te struja ide u suprotnom smjeru.
2. Na strujnom krugu odredite iznos i smjer struja kroz ostale otpornike i napon
baterije V1, vrijednosti otpornika su R1 = 1Ω, R2 = 3Ω, R3 = 2Ω, R4 = 4Ω, napon
baterije V2 = 20V .
Slika 6.2.3: Zadatak 2.
→ Odaberemo petlju dolje desno, pretpostavimo da je smjer struje obrnut od kazaljke
na satu i oznacˇimo ga. U tom smjeru obilazimo petlju. Piˇsemo:
20 = 2 ∗ I3 + 3 ∗ 4 (6.2.1)
I3 = 4A (6.2.2)
→S obzirom da smo dobili struju s pozitivnim predznakom mozˇemo zakljucˇiti da je
odabrani smjer struje dobar. Na cˇvoru u sredini primjenimo prvi Kirchoffov zakon i
zapiˇsemo struju kroz otpornik R2:
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I2 = I3 − I4 (6.2.3)
I2 = 1A (6.2.4)
→ Preostalo je josˇ nac´i struju kroz otpornik R1. U donjoj grani gornje petlje (srednja
grana ukupno), smjer struje je prema lijevo. Pretpostavimo da je smjer struje u gor-
njoj petlji onda u smjeru kazaljke na satu. Obilazimo u istom smjeru i piˇsemo drugi
Kirchoffov zakon:
I1R1 = I3R3 + I2R2 (6.2.5)
I1 = 11A (6.2.6)
→ Pretpostavljeni smjer struje je dobar. Preostalo je josˇ nac´i napon koji daje baterija
V1. Odaberemo vanjsku granu strujnog kruga, sada znamo da je smjer struje obrnut
od kazaljke na satu. Primjenjujemo drugi Kirchoffov zakon:
20 = 11 ∗ 1 + V1 (6.2.7)
V1 = 9V (6.2.8)
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